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22آموزش رياضيآموزش رياضي ي ري يوزش ري وزش

    دكتر بيژن زادهدكتر بيژن زاده::تاليف تاليف 

ه هته وح::ته ژن ب وحدكت ژن ب دكت دكتر بيژن روحي دكتر بيژن روحي : : تهيه تهيه 

ساري ساريمركز مركز
11

مركز ساريمركز ساري
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ش ش ف ا ا ا اض ش آ محتواي آموزش رياضيات بايستي با هدف رشد هر چه بيشتر  ا

و رياض ساختارهاي شناخت ، يادگيري و استنتاج قدرت استنتاج و يادگيري ، شناخت ساختارهاي رياضي و  قدرت

وينمبتني بر تقويت قواي فراگيري شهودي دانش آموزان تدوين   ن وز ش ي هو يري ر ي و وي بر ي ب

.گردد

بدين ترتيب هدفهاي آموزشي رياضيات در دبيرستان مبتني بر  

:چهار دسته ذيل مي باشد 
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نقش رياضيات در شناخت طبيعت و جهان .1

نقش رياضيات در تربيت فكر .2

نقش رياضيات در تامين آينده فرد و جامعه  .3

4.  نقش رياضيات در تربيت فرهنگي

33
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زئ اهداف قال د ا اهداف ا از ك ه ا اخت ه اكنون به اختصار هر يك از اين اهداف را در قالب اهداف جزئي  اكن

كن تش ط .و واسطه تشريح مي كنيما

ا ط ا ا ا نقش رياضيات در شناخت طبيعت و جهان1 1

آشنايي با ساختارهايي از جهان عيني كه درآ

آ تجربيات دانش آموزان ظاهر مي شود و دسته بندي آنهاآ

44
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ز ائل اض از دل ا لاز كها تكن زش آموزش تكنيكهاي لازم براي مدلسازي رياضي و مسائل روزمره  آ
هزندگي و تجزيه و تحليل اين مدلها ين يل و جزي و ي ز

آموزش رياضي مورد نياز براي مطالعه ساير موضوعات 
درسي 

آشنايي با نقش رياضيات در صنعت ، تكنولوژي ،  

.كشاورزي ، و علوم انساني و اجتماعي
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نقش رياضيات در تربيت فكر  .2

انديشه ، استدلال ، تخمين و  (پرورش قوه تفكر رياضي: 2-1

ا )ا )استنتاج

دقت:22 عمل(پرورش و و)نظري فكري نظم به عادت و و عادت به نظم فكري و  )نظري و عملي(پرورش دقت:2-2

.پرورش  قوه نقد و انتقاد  و و پرورش

)شفاهي و كتبي (پرورش قوه ارائه دقيق يك فكر :2-3
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پرورش اعتماد  به  نفس  در بكار  بردن دانسته هاي    :2-4 ي24 ا ن بر ر ب ر س ب م ا پرورش
اينكه  . شك در علم جايز نيست . (رياضي  براي  حل  مسائل

من اين مسأ له را حل كرده ام ولي نمي دانم درست است يا  "
).يا حل نكردن آن چندان فرقي نمي كند    "خير 

پرورش قوه خلاقيت و درك شهودي:2-5

پرورش قوه تصميم و تجريد:  6- 2
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رنقش رياضيات در تامين آينده افراد ي ين ر ي ري ش

آماده سازي دانش آموزان براي تحصيلات  بعدي :3-1

آماده سازي دانش آموزان براي ورود به بازار كار :  2- 3

نقش رياضيات در ارتقا سطح فرهنگي جامعه   - 4

. آشنايي مقدماتي با تاريخ رياضيات و شناخت شناسي :  1- 4

. آشنايي مقدماتي با زيبا شناختي رياضيات :  2- 4 
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براي آشنايي دانش جويان نمو نه اي از تدوين اهداف عيني را  
كن م ج د است شده ه ته ش و پ و زش آم ت وزا اي ب كه براي وزارت آموزش و پرورش تهيه شده است درج مي كنيم كه

يقسمتي از ريز ماد رياضي كاربردي ر ي ز ي
دانش آموز مفاهيم مجموعه عضويت و جزئيت را بداند و با   - 1

مجموعه هاي عددي    . نمادهاي آن آشنا شود  Q   - Z   -

N  معرفي مي شوند.

99
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اجتماع ، اشتراك ، متمم  (دانش آموز اعمال بر مجمو عه ها-2

. را بداند ) ، تفاضل ، ضرب ، دكارتي 

.قوانين دمورگان را بداند  - 3

بتواند با نمايش دياگرام ون اعمال بر مجموعه ها را نمايش   - 4

.دهد 

.مفاهيم مجموعه هاي متناهي و نا متناهي و كراندار را بداند -5

1010
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مرتبه يك مجموعه  (تعداد اعضاي يك مجموعه متناهي -6
ها)تناه قان داند ا را بداند و قانون هاي) متناهي

n(A -B)=n (A ) – n (A ) – n (B)( ) ( ) ( ) ( )

n (Ø ) = 0

n ( A  ∩ B)                          -  n (B) ) + n (A) + n (A = =       
  )B  7  A  n (
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).در صورت امكان استدلال آنها را بداند (را بتواند درك كند
.مفاهيم رابطه  ، رابطه ترتيبي و رابطه هم ارزي زا بداند  - 7

و ريز مواد آناليزي تركيبي كه بخشي از رياضيات كاربردي است  
.

ا ل لا ا ل اا ا .را بداند )اصل جمع و اصل ضرب(اصول شمارشي
آنها خواص و آنها نماد با و بداند را ترتيب و جايگشت مفاهيم جايگشت و ترتيب را بداند و با نماد آنها و خواص آنها مفاهيم

.آشنا شود
1212
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) .در صورت امكان تعميم آن ارائه شود . مفهوم تركيب را بداند 

∑با      .و خواص مقدماتي آن آشنا شود ) متناهي (     
.تابع فاكتوريل و خواص آن را بداند

ا ا ا ل اط آ ط ا ا ل مثلث خيام  و رابطه آن با  .بسط دو جمله اي را بداند 
شود ارائه اي جمله دو .بسط دو جمله اي ارائه شودبسط

در صورت  امكان  . با دنباله عددي  عددي آشنا شود  و ي ي ب نب ور ر

.تابع  مولد آنها  گفته مي شود 
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به معني هدف كليgeneral aimدر مقابل
روش تدريس فعال  

روش تدريس كه مناسب تحقيق اين ا هداف باشد روش تدريس  
شود م ناميده يكفعال كه است اين آموزش اساس له مسأ مسأ له اساسي آموزش اين است كه يك  .فعال ناميده مي شود

يك كلاس مطلوب .كلاس درس فعال چگونه كلاسي است
كلاس درسي است كه محصلين از تحصيل رياضيات لذت برده و  

 .اهداف آموزش رياضيات در آن به منمه ظهور برسد

1414
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ا كلال ن خلق قائل)2(ا ا ل ا اصل را قائل مي  )2(براي خلق چنين كلاسي سهجرج پو ليا

آ گ ،در واقع. شود كه اصول آموزش يا يادگيري به شمار مي آيند آ

در روش تدريس فعال ، آموزش سنتي به يادگيري تحويل مي  

ياد گيري فعال آن يادگيري است كه  . بايد ياد بدهيم .گردد

.طبق آن متعلم در فرآيند يادگيري سهيم و دخيل است

1515
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:اينك اصول يادگيري فعال را به اختصار شرح مي دهيم  يم ي رح ر ب ر ل يري ي ول ي
يادگيري فعال بر اين اصل استوار است كه بهترين  : اصل اوليه 

بدين  . طريق يادگيري هر چيز كشف آن به وسيله متعلم است 
لحاظ گاهي به اين نوع يادگيري روش تدريس كشفي يا تدريس  

است شده اطلاق ز ن اي كهمكاشفه است وش همان اين اين همان روشي است كه  .مكاشفه اي نيز اطلاق شده است
قدمت آن به اندازه خود تاريخ يادگيري است  و غالباً به روش  

.سقراطي نيز مشهور است 

1616
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دوم مشهور:اصل تحريك يا انگيزه بهترين اصل به اصل اين اين اصل به اصل بهترين انگيزه يا تحريك مشهور  :اصل دوم

بايد متعلم تحريك شود تا در  .لازمه آموزش انگيزه است.است يز وزش رز و ري م ي ب

فرآهم آوردن انگيزه هاي مناسب به  .آموزش سهيم باشد

. . . )  كتب درسي ، جامعه ، ( مهارت معلم و محيط آموزشي  

.  بستگي دارد 

.اصل فازهاي متوالي نام دارد: اصل سوم 

1717
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به عبارات و مفاهيم  .يادگيري با عمل و گمان شروع مي شود و ي روع ن و ل ب يري يمي و ر ب ب

به عبارت  . و بايد به عادتهاي مطلوب خاتمه يابد .مي رسد ر بي ي وب ي ه ب ي ب رو ب ب

: ديگر  ، براي يك يادگيري فازهاي ذيل قابل تشخيص است  يص بل يل ي ز يري ي ي ي بر ر ي

وفاز بررسي و مشاهده)1 ي برر ز

فرمولبندي نتايج بررسي و  (فاز مكالمات و مفهوم سازي)2 يم ج

)مشاهده

1818
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ل)3 ل ق ل طا ا ش ف گ ا طال گ ا هماهنگي مطالب ياد گرفته شده با مطا لب قبلي متعلم و  )3

.وحدت مطالب فرا گرفته شده با وجود متعلم 

بر اساس اين اصول  ، مسائل كلاسي به بهترين وجهي بررسي  

.مي گردد

1919
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ارائه پرتو در محصلين تا باشد چنان بايد آموزش آنكه خلاصه آنكه آموزش بايد چنان باشد تا محصلين در پرتو ارائه  خلاصه

رفرصتهايي كه مي يابند بتوانند قدرتهاي خلاقه خود را ، كه   و ي ه ر و ب ب ي ي يي ه ر

.خداوند بدانها امانت داده است ، از قوه به فعل درآورند 

و

هر چه آموزش به يادگيري بيشتر شبيه گردد ، آموزشي مفيد  

.تر و اساسي تر خواهد بود 

2020
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مثالي از روش تدريس فعال  
)سوم  يا چهارم دبيرستان (يادگيري نودار ستوني:هدف

بررسي و مشاهده:فاز اول ول وز ي برر
به  . نفري تقسيم مي شوند  3يا  2دانش آموزان به گروه هاي 

در  ) به عنوان يك پروژه  (يك گروه مسئوليت داده مي شود
)   Aخيابان ( يكي از خيابانهاي پپر ترافيك نزدك مدرسه خود  و ر ز ي ر پپر ي ه ب ي ز ي ني ب ي

حضور يافته و تعداد وسائط نقليه را كه عبور مي كنند مشخص  
لأا 9ا8ا )      صبح9تا8در زمان مشخصي مثلأ(نماييد

.نفر اول گروه تعداد اتومبيل هاي سواري را تعيين مي كند 

2121
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به را ها كاميونت و ها كاميون تعداد شمارش مسئوليت دوم نفر دوم مسئوليت شمارش تعداد كاميون ها و كاميونت ها را به  نفر

.عهده مي گيرد ير ي ه

بنفر سوم مسئوليت شمارش تعداد اتو بوسها و ميني بوسها را به   ر ه بو ي ي و ه بو و رش ي و وم ر

.عهده مي گيرد ير ي ه

.بدين گونه مثلأ ارقام زير را به دست مي آوريد وري ي ب ر زير م ر و ين ب

2222

www*pnueb*com



 42اتوبوس و ميني بوس                   
125سواري و تاكسي                        

25كاميون و كاميونت و وانت             
در اين فاز اعضاي تيم به تبادل نظر و بحث پيرامون  :فاز دوم

ا نتا ا كنند دازند د آ ت د نتايج  بدست آمده مي پردازند و سعي مي كنند اين نتايج را  نتا
ورتيكجا ارائه دهند ، با راهنمايي معلم خود نتايج را به صورت  ب را يج و م م يي م را ب ارا ج ي

.ستوني ارائه مي دهند 

2323
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در وهله اول براي هر فقره ممكن است مثلأ يك سانتي متر  
ولي چون صفحه تابلو جاي كافي براي  . ستون در نظر بگيرند 

ن ا زا آ انش خ ا ن ش ا ا(ن ن ا ا ا يا با راهنمايي  ( نمايش ندارد ، خود دانش آموزان در مي يابند
كه مثلأ براي هر ده فقره يك سانتي متر ارتفاع را  )معلم خود و رم ع ر ر ي ي ر ر ي بر

نتايج ديگري از داده ها ، با طرح سئوالهاي  .در نظر بگيرند 
مناسبي از سوي معلم مي توان استخراج نمود از جمله  

ت ا د كنند ها د خ ع ن 9تا8شت صبح   9تا  8بيشترين نوع خودروهاي عبور كننده در بين ساعت
كدامند ؟

2525
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صبح   9تا  8كمترين نوع خودروهاي عبور كننده در بين ساعت بين ر بور ي رو و وع بحرين
كدامند ؟

ميانگين خودروهاي عبور كننده در هر دقيقه چقدر است ؟
تجربه را مي توان توسط گروه هاي ديگر و در ساعات ديگر  

نمود ح مط ي ديگ سئوالات ابطه اين د و داد جملهانجام از از جمله . انجام داد و در اين رابطه سئوالات ديگري مطرح نمود 
Aدر كدام فاصله زماني خيابان  نمتراكم ترين ترافيك را تحمل ي ز م ر ل ر ر ن ر م ر

مي كند ؟

2626
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خيابان زماني فاصله كدام داراAدر را ترافيك ترين حجم كم كم حجم  ترين ترافيك را دارا   Aدر كدام فاصله زماني خيابان

است ؟

دانش آموزان با استفاده از رسم نمودار هاي ستوني  :فاز سوم

براي كميت هاي متغير ديگر مثل درجه حرارت در شهرهاي  

مختلف ، مطالب ياد گرفته شده را با مطالب قبلي و موضوعات 

.ديگر ارتباط مي دهند 

2727
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كلياتي درباره بررسي كتب درسي
:اهداف بررسي:1-1

كه ت ن شك ؟ ت چ د كتاب يك ب از اهدف از بررسي يك كتاب درسي چيست ؟ شكي نيست كه  اهدف
يك معلم و دبير آگاه قبل از رفتن به كلاس ، در مورد موضوع  

غرض وي از  . درس كه مي خواهد تدريس كند مطالعه مي كند
مطالعه ، تسلط بر موضوع مورد نظر و آماده سازي خويش براي  

اي اج سجهت د ح يكط تنظ و آن بهت چه ه ائه ارائه هر چه بهتر آن و تنظيم يك طرح درس جهت اجراي  ا

است تدري
2828
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را نقش قطعات يكسناريو با متناسب كه اي هنرپيشه همانند هنرپيشه اي كه متناسب با يك سناريو قطعات نقش را  همانند

ربه توالي اجرا مي كند ، معلم نيز به خاطر ارائه منظم و هدفدار   و م ر ر ب يز م ي جر ي و ب

درس مجبور است از يك طرح درس نوشته نشده باشد ولي به  

البته معلم در مقايسه با يك هنر  .هر حال در ذهن معلم است

پيشه ، هم سناريونويس است و هم مجري و هم كارگردان در  

.حالي كه هنر پيشه الزاماً سناريو نويس يا كارگردان نيست

2929
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.  در ميان منابع فهم مورد مطالعه معلم كتب درسي قرار دارند
مطالعه اي نيست كه  . مطالعه معلم يك مطالعه معمولي نيست

براي يادگيري مطلبي و آماده سازي جهت پاسخگويي و يا  
:شركت  در آزموني باشد، بلكه

نقش ا ا ا از اد آ هت ت ا ا ه مطالعه اي است جهت آماده سازي براي اجراي نقشي  طال
يمطالعه اي است جهت آشنا شدن به نكات قوت وضعف يك   و و ب ن جه ي

درس كتاب
3030
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از خاص رده براي كه مكمل اي نوشته تهيه جهت اي مطالعه اي جهت تهيه نوشته اي مكمل كه براي رده خاص از  مطالعه

.محصلين تدوين مي گردد ر ي وين ين

مطالعه اي است براي تدوين سئوالاتي متنوع و طرح مسائلي  

.احياناً بديع و با انگيزش 

شايد بهتر است بگوئيم كه يك معلم ، دبير و يا استاد دانشگاه  

.يك كتاب را بررسي مي كند

3131
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انواع بررسي  :  2- 1
با توجه به آنچه كه در فصل قبل در باب اهداف و روش تدريس  

رياضيات ذكر گرديد ، مهمترين انواع بررسي را به اختصار شرح  
.مي دهيمده

در اين بررسي ، هدف تشخيص اهداف  :بررسي محتوايي-1
جزئي موضوع مطرح شده مي باشد و اينكه تا چه اندازه تحقق  

 . .اهداف جزيي مربوطه در كتاب تامين شده است

3232
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به عبارت ديگر، هدف دبير از اينگونه بررسي آن است كه    
براي روشن تر  . دريابد ريز مواد مطرح شده در درس چيست

به متن قبل كه از صفحات يك  . شدن مطلب مثالي ذكر مي كنيم
ك ا ا ا كتاب درسي دبيرستاني است توجه كنيدك

مجموعه يك هاي مجموع زير مجموع هاي يك مجموعهزير
هر يك از دانش آموزان دبيرستانهاي تهران يكي از دانش  

    .آموزان دبيرستانهاي ايران نيز مي باشد

3333
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گل ا ا الف ف ا ك گل ا ا ا هر حرف صدادار انگليسي يكي از حروف الفباي انگليسي نيز  ف

.هست

3535
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ن ا ت ش ا ف ا :مثالهاي زير مفهوم زير مجموعه را روشن تر مي سازندثال

,∆}   {□,∆,◊,О}                      □{

:نباشد مي نويسند  Bزير مجموعه  Aاگر 

3636
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: و اين به اين مفهوم است كه هوم ين ب ين و

.نيست Bوجود دارد كه در Aلااقل يك عضو در

3737
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:و با زبان رياضي 
:از تعاريف فوق نتيجه مي شود كه 

.هر مجموعه زير مجموعه خودش  است-1
اگر ، داريمAيعني باشد دلخواهي :مجموعه :مجموعه دلخواهي باشد داريمAيعني ، اگر
نباشد ،   Aزير مجموعه  Aزيرا، اگر 

  Aبايد عضوي وجود داشته باشد كه در   Aدر اين صورت ، در 

  .نباشد و اين نشدني است

3838
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.مجموعه تهي زير مجموعه هر مجموعه است-2 ت2 ا مجمو ر مجمو زير هي مجمو

اگر ، داريمAيعني باشد دلخواهي :مجموعه :مجموعه دلخواهي باشد داريمAيعني ، اگر

و22نمايشمجموعهBاگر شطرنج 16نمايشمجموعهAمهره   16نمايش مجموعه Aمهره شطرنج و22نمايش مجموعه Bاگر

مجموعه عضوهاي از يك ه كه است وشن باشد اده پ ه مهره پياده باشد روشن است كه هر يك از عضوهاي مجموعهمه

Aعه ج هاي عض از باشدBيك ز ن Aيكي از عضوهاي مجموعهBنيز مي باشد.

3939
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،   |Aنامند هر گاه هرB|را زير مجموعه|Aمجموعه:تعريف
.نيز باشد |Bعضو 

:به عبارت ديگر  

است هرگاه براي هر  نتيجه  شود Bزير مجموعه Aمجموعه
كهكه

اگر ،Aمجموعه نويسيم|Bزير مي :باشد : باشد مي نويسيم |Bزير مجموعهA، اگر
:و نمايش هندسي آن به صورت شكل مقابل مي باشد 

4141
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:و تعريف آن با زبان رياضي به صورت زير است 
نباشد در اين صورت در  بايد عضوي   A |زيرا اگر  زير مجموعه
ك اش تAاش اش ن نباشد و چون در مجموعه تهي  Aوجود داشته باشد كه در 

.عضوي وجود ندارد ، لذا اين نشدني است
    | B={1,2,5,6}   ,   A={5,6,7}دو مجموعه  - 1مثال 

ABآ است؟ Bزير مجموعه Aرا در نظر بگيريد ، آيا 
وجود دارد   7عضو |Aنيست زيرا در|Bزير مجموعه |A:حل و|ل ج ر|زير زير رو|ي وجو

.نيست B |كه در
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را   A={a,b,c}تمام زير مجموعه هاي مجموعه  - 2: مثال 
.بنويسيد 

شالفل گف آن اAط .  است Aطبق آنچه گفته شد  زير مجموعه-الف:حل
.{c},{b},{a}: زير مجموعه هاي يك عضوي عبارتند از-ب زب ر ب وي ي ي و ج }زير },{ },{ }

:  زير مجموعه هاي دو عضوي عبارتند از - ج
{b,c},{a,b},{a,c}

ن خ ض ا a}تن b c}   {a,b,c}: تنها زير مجموعه سه عضوي خود مجموعه يعني -د
.مي باشد

4343
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و تعداد زير مجموعه هاي   3برابر  |Aدر اين مثال عده عضوهاي 
.مي باشد 23يعني  8آن 

.اكنون اين سئوالات را در رابطه با متن فوق مطرح مي كنيم 
نهفته–الف درس اين محتواي در كه رياضيات كلي اهداف اهداف كلي رياضيات كه در محتواي اين درس نهفته   الف

است كدامند؟
تشكيل دهنده اين درس كدامند؟) ريز مواد(اهداف جزيي - ب

"" موارد قبل ذيل را مي توان مطرح  "الف "در پاسخ به سئوال
.كرد

4444
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مطالعه- ي برا ها مجموعه مقدماتي نظريه با آشنايي دانيم مي دانيم آشنايي با نظريه مقدماتي مجموعه ها برا ي مطالعه  مي

لذا يك  . ساير دروس رياضي ، همانند جبر و آناليز ضروري است  روري يز و جبر ي ري روس يير

هدف كلي اين درس آموزش رياضي مورد نياز براي مطالعه ساير  

)2-1هدف(موضوعات درسي است 

هدف  (يك هدف كلي اين درس پرورش قوه تفكر رياضي است - 

2 -1(

4545
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ازد اد آ د لات ت ا ا زا آ هدف(دانش هدف  (دانش آموزان را براي تحصيلات بعدي   آماده مي سازد-

31( 3-1(

ا ا آش اض ا ا ا ا آ )42ف(انش )2- 4هدف (دانش آموزان را با زبان رياضي آشنا مي سازد-

"" اهداف جزيي اين درس را مي توان   "ب"در پاسخ به سئوال

:چنين مطرح كرد

4646
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"زير مجموعه"ارائه مفهوم-

ساختن زير مجموعه هاي يك مجموعه مفروض - 
"جزئيت مجموعه اي"معرفي نماد  - 

ا ا ك ا .اينكه  جزء هر مجموعه اي است-
است- خودش جزأ مجموعه هر .اينكه هر مجموعه جزأ خودش است.اينكه
آماده سازي براي بيان قاعده تعداد زير مجموعه هاي يك  -

.مجموعه متناهي 

4747
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كتاب رياضيات جديد سال اول را در  63تا 54صفحات:تمرين

مطالعه و بررسي محتوايي آنرا   "اجتماع مجموعه ها "باب 

به سئوالات الف و ب فوق الذكر و دوباره اين درس  (بنويسيد 

.)پاسخ دهيد ي خ پ

4848
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بررسي انتقادي - 2
معلمين و دبيران خبره آگاه معمولاً به محتواي كتاب درسي  

براي بهتر ارائه كردن يك درس آگاهي از  .بسنده نمي كنند
شايان و وري ض تدري نوين روشهاي و رياض آموزش اهداف آموزش رياضي و روشهاي نوين تدريس ضروري و شايان  اهداف

يك بررسي انتقادي و به بررسي اي گفته مي شود  .توجه است
كه به استناد اهداف آموزش رياضيات و اصول روش تدريس  

.فعال آگاهانه و مسئولانه انجام مي گيرد

4949
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بايد متوجه بود كه مولف يا مولفين كتاب درسي فرصت  
پاسخگويي به نقد درسي كتاب خويش را ندارد، بنابراين در  
د ن ل ع صداقت با و حتاطانه بايد ها س ب نه اينگ ائه .ارائه اينگونه بررسيها بايد محتاطانه و با صداقت عمل نمودا

يك بحث انتقادي از يك درس رياضي مي تواند بر پايه اصول  
.  ذيل انجام گيرد

ا[1] ات ياض آموزش اهداف تحقق اندازه چه تا س د متن متن درسي تا چه اندازه تحقق اهداف آموزش رياضيات را  [1]
تضمين مي كند؟

متن درسي تا چه اندازه بر پايه روش تدريس فعال تدوين   ]ب[
است؟ شده

5050

شده است؟
www*pnueb*com



زش][ آ ا ط هن ث از از ان ه تا د ت متن درس تا چه اندازه از حيث هنري و طراحي آموزشي  ]ج[

مناسب است؟

به عنوان مثال متن درس قبلي را كه در  بخش بررسي محتوايي  

.مورد بررسي قرار داديم ، مورد بررسي انتقادي قرار مي دهيم

.درس با مثالهايي ملموس از زير مجموعه ها آغاز شده است
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زير مجموعه هاي دانش آموزي، زير مجموعه هاي حروف  
انگليسي و زير مجموعه مهره هاي پيادگان از مهره هاي  

پس از آن مفهوم تعريف زير مجموعه ارائه و  . شطرنج
.فرمولبندي شده است

X)X(  در مقايسه با روش تدريس فعال، درس فاقد انگيزه كافي
است ي يادگ اي ارائهب با ت توان م وع"سئوال"درس ش شروع   سئوالدرس مي توانست با ارائه.براي يادگيري است

.شود
5252
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:به عنوان نمونه مطلب را مي توان چنين آغاز نمودآ

د كن جه ت ها عه ج از ذيل ثالهاي :به مثالهاي ذيل از مجموعه ها توجه كنيد:به

5353
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ي((                    A={a,b,c,d,...,x,y,z})  حروف انگليسي(( ي }رو y }

                                A1={a,e,I,o,u})حروف صدادار(

شطرنج هاي مهره =Bمجموعه Bمجموعه مهره هاي شطرنج             

      =B1مجموعه مهره هاي پياده شطرنج   

د ؟AA1د گفت ان ت چه چه مي توان گفت  ؟   A1و       Aدر مورد 
چه مي توان گفت  ؟   B 1و      Bدر مورد 
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در اعضايشان كه بسازيد ديگري هاي مجموعه توانيد م   Aآيا مي توانيد مجموعه هاي ديگري بسازيد كه اعضايشان در Aآيا
حتماً متوجه  . تا از اينگونه مجموعه ها بنويسيد)2(باشند؟سه

.  شده ايد كه تعداد زيادي از اينگونه مجموعه ها مي توان نوشت

مي   Aهر يك از اين مجموعه ها را يك زير مجموعه مجموعه 
.در اينجا دو تا از آنها را مي نويسيم. ناميم 

A2={a,b,c}         , A3={a,b,d,f}
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همه  . عضوي اختيار كنيد) 3(يك مجموعه سه : تمرين كلاسي   
چند زير مجموعه به دست مي  . زير مجموعه هاي آن را بنويسيد

آآ عضوي ديگر انتخاب مي  )3(آيا اگر يك مجموعه سه.آوريد
آمد؟ مي بدست آن براي مجموعه زير تعداد همين باز كرديد باز همين تعداد زير مجموعه براي آن بدست مي آمد؟كرديد

ملاحظه مي كنيد كه مطلب را مي توان با سوالات تحقيق گونه  
اي كه هم ساده هستند و هم انگيزه لازم را به عنوان سرگرمي  

 . .به دانش آموز مي دهند آغاز نمود

5656
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صورت به مجموعه زير تعريف :وقتي :وقتي تعريف زير مجموعه به صورت

يارائه شده آن را تعريف مفهوم زير مجموعه به زبان رياضي   ري ن زب ب و ج زير هوم ري ر ن ر

در اينكه اين گزاره دو شرطي تعريف مفهوم زير  .ناميده است

اما در هيچ جاي كتاب مربوطه اين  .مجموعه است بحثي نيست

يك گزاره دو شرطي   "يك تعريف رياضي اساساً"مطلب كه 

.است ذكر نشده است

5757
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تكيه مجموعه زير مفهوم بر توانست م مولف آن جاي به جاي آن مولف مي توانست بر مفهوم زير مجموعه تكيه  به

ه گزا كه ن ه باشد داشته ي شت عهA"ب ج Bزي   Bزير مجموعه Aبيشتري داشته باشد و همين كه گزاره

ت اد"ا ن آشنا""ا اعث د خ ت ا شد داد نشا نشان داده شده است، خود باعث آشنايي  ""با نماد"است

اد ن از تفاد ا كه ا ت ا اض ا ز ا زا آ دانش آموزان با زبان رياضي است چرا كه استفاده از نماد و  دانش

ا اض ا ا فا لا ا ا ا ا .علامتها به جاي عبارات و جملات فارسي از زبان رياضي است لا

5858
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)X ( نامناسب است،  چون جزئيت   ""نماد جزئيت مجموعه اي
عام تعريف شده است  

اش( ن ا ا ك آ ا)ك بهتر است  ) كه در آن ممكن است دو مجموعه مساوي نيز باشد(
.استفاده شود""از نماد وز

در مورد ادامه مطلب در صفحات بعد كتاب، از جمله نقدي رابطه  
نكاتي را مي  ) از   و  نتيجه مي شود كه  ( جزئيت مجموعه اي 

شد ادآ ا لت ا دانش ه ا ت ق ا نقد كه كه نقد اين قسمت را به دانشجويان محول مي  .توان يادآور شد
.كنيم

5959
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با راهنمايي مدرس خود يك مطلب درسي از كتب :پروژه
رياضي دبيرستاني انتخاب كرده و ابتدا آن را نقد و بررسي  

:كنيد
ا ك طل ا گ ا آ در صورتي كه آمادگي داريد، مطلبي تدوين نموده كه بتواند  ك
و رياضي آموزش اهداف با و بوده شده نقد مطلب جايگزين مطلب نقد شده بوده و با اهداف آموزش رياضي و  جايگزين

. روش تدريس فعال هماهنگي بيشتري داشته باشد
.مطالب پروژه اي مي تواند يكي از مطالب ذيل انتخاب شود

6060
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پيوستگي-1 و حد حد و پيوستگي1 

)رياضيات جديد اول(قوانين دمورگان-2 ن ور ين ولو ي ج ي ري

)رياضيات جديد اول(تناظر يك به يك-3

رابطه و تابع-4

دستگاه معادلات جبري - 5
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بررسي آماده سازيآ

ا ا آ ك اف ا ا گ يكي ديگر از اهداف بررسي يك موضوع درسي آماده سازي  ك

ا ض آ ات ك ك ن شك شكي نيست كه دبيري كه با  .جهت تدريس آن موضوع است

ائ ا ش انا ت از كلا ل ق گ ا آمادگي قبلي به كلاس مي رود از توانايي بيشتري در ارائه درس  آ

ا ا خ زا آ انش الا ئ خگ .و پاسخگويي به سئوالات دانش آموزان برخوردار استا
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بايد مجال يابند تا با  .دانش آموزان ذهني فعال و پويا دارندآ

يك  . طرح سئوالات درسي در فرآيند يادگيري سهيم شوند 

دبير خوب نه تنها به سئوالات درسي دانش آموزان پاسخ مي  

.دهد بلكه آنها را تشويق به سئوال كردن مي كند

6363
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يبررسي خلاصه نويسي   وي ي برر

نوع ديگري از بررسي يك موضوع ، بررسي به منظور دوره 

خلاصه كردن يك درس، يك  .كردن و خلاصه كردن آن است

مقاله علمي و يا يك موضوع بمنظور تسريع در استفاده از آن  

در مراجعات و تحقيقات بعدي امري است كه بويژه در تحقيقات 

.علمي امروز نقش مهمي را ايفا مي كند

6464
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تا كند كمك خواننده به كه است آن نويسي خلاصه هدف اولين هدف خلاصه نويسي آن است كه به خواننده كمك كند تا  اولين
بتواند تصميم بگيرد كه آيا مراجعه به ماخذ اصلي براي مقاصد  

وي مفيد است يا نه؟ قصدمان اين نيست كه يك كار خلاصه  
در واقع يك  . نويسي جانشيني براي مقاله يا كتاب اصلي باشد 

ا ك ك ا قال ك از خ ش ا گ ن خلا كار خلاصه نويسي ، گزارشي مختصر از يك مقاله يا يك كتاب كا
يك متن خلاصه ممكن است شامل چند خط و يا يك  .مي باشد ب يي ي و چ ل ن ن ي

.و يا دو صفحه تايپ شده باشد

6565
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اش ل ذ خ ا ا ا ل :يك خلاصه علمي بايد داراي دو خصوصيت ذيل باشدكخلا

.قصد نويسنده را از كتاب يا مقاله مشخص سازد) آ(

چنانچه لازم باشد بتواند ارتباط محتواي كار نويسنده را با  ) ب(

سازد آشكار ديگر مربوطه .كارهاي مربوطه ديگر آشكار سازد.كارهاي
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:به مثالهاي زير توجه نماييد يي وج زير ي ه ب
فرض كنيم به هر يك از عناصر شيميايي عدد اتمي   - 1: مثال 

آن را نسبت دهيم در اين صورت تابعي خواهيم داشت كه دامنه  
آن نام عنصر هاي شيميايي و برد آن عددهاي اتمي آن عنصرها  

از ع ط اعداد مجموعه د104تا1يعن گوگ متناظ عدد است است عدد متناظر گوگرد  104تا1يعني مجموعه اعداد طبيعي از
:است و مي توان نوشت16 ي
f) گوگرد( =16

6767
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نقط2 ا ت فا ا الف ف ا ك كن ض ف فرض كنيم به هر يك از حروف الفباي فارسي تعداد نقطه  -2

آن دامنه كه داريم تابع صورت اين در دهيم نسبت را آن هاي آن را نسبت دهيم در اين صورت تابعي داريم كه دامنه آن  هاي

ومجموعه حروف الفباي فارسي است  و بردآن مجموعه   ج ن بر و ي ر ي ب رو و ج

B={0,1,2,3}  باشد بنابراين تابعي از مجموعه حروف الفبا به

:عددها داريم و ميتوانيم بنويسيم 

f) ن(1=و          f) ژ( = 3و      f) ت(  =2و         f) ر( = 0

6868
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در-3 را نامنفي درست اعداد مجموعه و درست اعداد مجموعه مجموعه اعداد درست و مجموعه اعداد درست نامنفي را در  3

به هر يك از اعداد  fنظر مي گيريم و فرض مي كنيم قانون ي ي
.درست ، مربع آن را از مجموعه اعداد درست نامنفي نظير نمايد

در مجموعه اعداد  ) z(پس تابعي از مجموعه اعداد درست 
.   داريم و مي توانيم بنويسيم ) s(درست نامنفي 

fff 4= )2-(f   4و= )2(f     0و= )0(f       يا به طور كلي

f(x)=x2
6969
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1.مي توان تابع را با شكل تعريف نمود

را در نظر   B={1,2,3}و    A={a,b,c,d}مثلاً مجموعه هاي 

    .مي گيريم و تابع   را مطابق شكل زير تعريف مي كنيم 
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:در اين صورت  داريم 
F( C )= F (D ) = 3        ,        F (A )= F (B )=1     

و يك قانون   BوAبنابر آنچه گفته شد در يك تابع دو مجموعة
، تنها  با يك عضو از  Aكه بر طبق آن هر عضو مجموعة

ممكنBمجموعه گاه دارد وجود شود مي متناظر متناظر مي شود وجود دارد گاه ممكن  Bمجموعه
در اين صورت به هر  . يكي باشد Bبا مجموعه  Aاست مجموعه 

عضوي از همين ،  fبر طبق تابعAيك از عضوهاي مجموعه 
:مجموعه نسبت داده مي شود و مي توان نوشت

7171
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عضوي يا عضوهايي از  Aدر شكل زير قانوني كه به هر عضو از

B  دو حرف   3زيرا مثلاً به عدد . نسبت مي دهد يك تابع نيست

.ي و ن نسبت داده شده اند
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تابعهاي حقيقي-2

از اين پس عموماً تابعهايي را مورد مطالعه قرا مي دهيم كه  

دامنه و برد آنها زير مجموعه هايي از مجموعه اعداد حقيقي  

.هستند

7373
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عدد   fنمايش دهيم و تابع  xاگر عضو دلخواهي از دامنه را با 
x را به عددy   وابسته كند، مي نويسيم:y = f ( x )        

داده    y = f ( x )قانون تابع را كه در اينجا به صورت معادله
.  شده است معادله تابع مي خوانيم

هر گاه در توابع حقيقي ذكري از مجموعه دامنه به ميان نيامده  
يباشد آن رابزرگترين زير مجموعه اي از اعداد حقيقي اختيار مي   ر ي ي ي ز ي و ج زير رين بزر ر ن ب

.كنيم كه در ازاي هر عضو آنها ، قانون تابع داراي معني باشد
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به هر يك از اعداد حقيقي مربع آن   y=f(x)=x2تابع  - 1مثال
.را نسبت مي دهد

.همه عددهاي حقيقي استfپس دامنه يپس ي ي
به هر يك از اعداد حقيقي  تابع   - 2مثال 

ً آ
X

XFY 1)( 

:غير از صفر عكس آن عدد را نسبت ميدهد يعني مثلاً 
1221212  YXYXYX

ا قا ا ا ا ا ف ا ا
2

2,2
3

,
22

2  YXYXYX

در اين تابع صفر نمي تواند عضو داشته باشد زيرا قانون تابع  
بصورت در آمده كه

7575
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بي معني است  بنابراين دامنه اين تابع  مجموعه  اعداد حقيقي    
.R-{0}بجز صفر  است  يعني  

تابعهاي مساوي-3
تابع نويسيمgوfدر م و گوييم م مساوي درf=gرا در   f=gرا مساوي مي گوييم و مي نويسيم gوfدر تابع

عضو دلخواهي از اين  gصورتي كه دامنه آنها يكي بوده و اگر
:دامنه باشد داشته باشيم 

f(a)=g(a)

7676
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كه دامنه آن اعداد حقيقي است يا تابع   f(x)=x2تابع  - 1مثال 
g(x)=x2   كه دامنه آن اعداد طبيعي است در نظر مي گيريم

نيست يكي آنها دامنه زيرا نيستند مساوي تابع دو .اين دو تابع مساوي نيستند زيرا دامنه آنها يكي نيست.اين
و در مجموعه اعداد حقيقي   f(x)=x2-1دو تابع  - 2مثال 

مساوي هستند زيرا دامنه هر دو يكي است به علاوه براي هر  
حقيقي :داريمxعدد :داريمxعدد حقيقي
f(x)=g(x)

با هم   {1-,0,1}با دامنه  g(x)=xوf(x)=x2دو تابع-3مثال
.برابرند

7777
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تابع ثابت-4
axfRX  )(

چنان باشد كه برد آن درست يك عضو داشته f(x)اگر تابع

را در مجموعه   fبه ويژه تابع.باشد آن را تابع ثابت مي خوانيم

چنان   aاعداد حقيقي ثابت مي خوانيم هر گاه يك عدد ثابت 

كه axfRX:باشد  )( axfRX  :باشد كه  )(

7878
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در مجموعه اعداد حقيقي يك تابع ثابت  f(x)=2تابع-1مثال

.است

تابع كه در شكل روبرو نشان داده شده يك تابع ثابت  -2مثال

كه د دا يكعضو تنها آن د ب ا زي باشد4است م .مي باشد4است زيرا برد آن تنها يك عضو دارد كه

7979
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د ه د ادله ها شه ا ض ط روابط بين ضريبها و ريشه هاي معادله درجه دوما

د ه د ادله نا حل نامعادله درجه دومل

ل1 ا ه دقض ه د ادله اax2+bx+c=0اگ دا داراي   ax2+bx+c=0اگر معادله درجه دوم-قضيه اصلي-1

حاصل و با اوي م آنها مجموع باشد اوي مت يا متمايز ريشه متمايز يا متساوي باشد ، مجموع آنها مساوي با و حاصل يشه

بود خواهد با اوي م آنها ب .ضرب آنها مساوي با خواهد بودض

8080
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aاولاً اگر معادله درجه دوم داراي ريشه متمايز باشد،  –برهان 
bx

a
bx

2
,

2







:مبين آن يعني مثبت است داريم 

a
bx

a
bx

2
,

2







:بنابراين
aa 22

:و از آنجا

a
b

a
bxx

22






aa 22

a
bxx 

8181
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:و نيز
)

2
)(

2
(

a
b

a
bxx 



2222 )4()()( acbbb 
22 4

)(
4

)()(
aa


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cxx  :                 :                 پسپس
ن اشد ف ضا شه ا دا د ه د ادله اگ اً نثان اشد ف ضا شه ا دا د ه د ادله اگ اً ثان

a
xx 

ثانيا اگر معادله درجه دوم داراي ريشه مضاعف باشد، يعني  ثانيا اگر معادله درجه دوم داراي ريشه مضاعف باشد، يعني  
باشيم باشيمداشته 042::داشته  acb : : داشته باشيمداشته باشيم

))چرا؟چرا؟((صحيح هستندصحيح هستند))22((وو))11((باز روابطباز روابط

::مستقيماً نيز مي توان ديد كه در اين حالت مستقيماً نيز مي توان ديد كه در اين حالت 
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bپس پس

a
bxx

2


bxx 
a

xx
2



bb 2

a
c

a
b

a
bxx 

2

2
2

4
)

2
(

acbزيرا در اين حالت 42 
8484
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يموارد استعمال قضيه اصلي ي ل ر و
بحث در وجود و علامت ريشه هاي معادله درجه دوم   - الف

):بدون حل كردن معادله(
در بعضي موارد لازم است بدون محاسبه ريشه ها در اينكه  
علامت اينكه يا و نه يا است يشه اي دا دوم جه د معادله درجه دوم داراي ريشه است يا نه و يا اينكه علامت  معادله

اكنون به  . ريشه هاي آن مثبت يا منفي است تحقيق كنيم ي
.بررسي چگونگي اين مطلب مي پردازيم

8585
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:  همواره مي توان بدون حل كردن معادله  درجه دوم -2 م ن ر ن ن و ي و
                                            )0( a 02  cbxax

با استفاده از قضيه اصلي فوق در وجود و علامت ريشه هاي آن  
:بحث كرد

0c
0اگر–اولاً

a

8686
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كacا نا ن لا ال لف خ مختلف العلامه هستند و چنان كه در  cوaدر اين صورت

ا ادله13ش د د د ل ز)1(ف ا ت شه د ا دا داراي دو ريشه متمايز  )1(فصل دوم ديديم معادله13شماره

بشاناست ض حاصل ا زي تند ه ه العلا ختلف يشه دو اين اين دو ريشه مختلف العلامه هستند زيرا حاصل ضربشان  .است

است .منفي استمنف

اً جتاًثان نت و cاگ = 0  c = 0اگر و نتيجتا           -ثانيا

8787
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ه ا ش د آنچه بناب ها يشه از يك حالت اين م7د د فصل فصل دوم   7در اين حالت يكي از ريشه ها بنابر آنچه در شماره 
، و  )چرا ؟(ديديم صفر است و ريشه ديگر مساوي است با ب وي ر ي ري و ر يم و)چر(ي

.بنابراين علامت آن مشخص است
0اگر –ثالثاً

c
a

8888
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در اين حالت چون مشخص نيست كه معادله ريشه دارد يا نه ،  

.يعني مبين معادله را تشكيل دادبايد  

.معادله ريشه ندارد اگر  0
معادله داراي دو ريشه است كه چون حاصل  اگر  0

ضربشان مثبت است متحدالعلامه هستند و علامت مشترك آنها  

)( b .استعلامت مجموعشان يعني  )(
a



8989
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را در    ax 2 + bx + c = 0معادله درجه دوم–خلاصه-2

مي    x nو  x 1و ريشه هاي آن را  نظر گرفته  مبين آن را 

:ناميم

9090

www*pnueb*com



a          b

a          b

2
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بايد باشد، مثبت ريشه دو داراي معادله كه آن :براي آن كه معادله داراي دو ريشه مثبت باشد، بايد:براي

لاً ا باشد0< داشته يشه د عادله تا اولا تا معادله دو ريشه داشته باشد    0<

اً باشندثان ه لا تحدال يشه د تا 0
c

تا دو ريشه متحدالعلامه باشند  ثانيا    

اشنثالثاً ث ش تا

a

0
b

تا هر دو ريشه مثبت باشندثالثا 

اش اش ا

0
a

:پس بايد داشته باشيم 
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))11(( 0)1(39  m

0
1

2





ma
c

06
1


b

ma

0
1





ma
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ا ا ل ا)1(ا ك ش <ل ل2 ا و از حل   m > -2معلوم مي شود كه بايد)1(از حل نامساوي

و از حل نامساوي   m < 1معلوم مي شود كه بايد) 2(نامساوي

 2-بنابراين بايد داشته باشيم  m < 1حاصل مي شود) 3(

< m < 1 

9494
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براي سهولت درك مطلب، بهتر است جدولي   -تبصره-9 ر يب و ج ر به ب ر هو ي بر

تشكيل دهيم  و مقادير مهم پارامتر را به ترتيبي كه از  

كوچكترين آنها شروع و به بزرگترين آنها ختم شود از چپ به  

راست  در آن بنويسيم و در فاصله بين هر دو مقدار مهم  
b را مشخص كرده   و  و  متوالي، علامت 

a
c

a
b



.علامت ريشه ها را از روي جدول در هر  فاصله معين كنيم

9595
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مطلوب است بحث در وجود و علامت ريشه هاي   - 3مثال   - 10
لة : معادلة درجه دوما

(m + 1) x2 – 8x + m + 1 = 0
مبين معادله و مجموع  و حاصل ضرب  ريشه ها  را  – حل

: تشكيل مي دهيم
1 =  16 – (m + 1)2 –m2 – 2m + 15 =  - (m2 + 

2m – 15) =2m 15)  
- (m+5) (m-2) 

ازاي به mكه = mو5- = مقادي3 ازاي به و شود م صف صفر مي شود و به ازاي مقادير     m = 3و  m = -5كه به ازاي
m   مثبت و در غير اين موارد منفي   - 5و 3محصو ر ما بين

ا
9696

.است
www*pnueb*com



است مثبت همواره 11mcهمواره مثبت است.
                                              

1
1





ma
p

1
8



ma

bS

ت ا ع ان ه آن ت علا بهm+1كه ت ا ع اين باشد

1ma

مي باشد و اين عبارت، به  m+1كه علامت آن همان عبارت
منفي و در غير اين    m < -1صفر و به ازاي   m = -1ازاي  

. موارد مثبت است
:پس جدول زير حاصل مي شود

9797
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تعيين دو عدد كه مجموعشان معلوم و حاصل ضربشان نيز   - ج
معلوم باشد

فSPلل11 گ ظ ا را در نظر گرفته PوSدو عدد معلوم –مسئله-11

  :را بيابيم به قسمي كه داشته باشيمو مي خواهيم دو عدد








P
S




  P

9999
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با اين شرايط وجود داشته باشند، واضح   و  اگر دو عدد 
ا ل ا ا ا ا آ ا ك :  است كه مي توان آنها را ريشه هاي معادله زير دانستا

(x- )(x- ) =0  
- x2و يا                                                ( + ) x +  = 

00
):1(و يا در نظر گرفتن روابط 

S و حاصل   Sاگر دو عدد وجود داشته باشند كه مجموعشان
– x2باشد، آن دو عدد ريشه هاي معادله، Pضربشان sx + 
p = 0 هستند.

X2-sx+p=0
100100

X2-sx+p=0
www*pnueb*com



:بنابراين ن ر

و حاصل   Sاگر دو عدد وجود داشته باشند كه مجموعشان ن و ج ب وجو و لر و
– x2باشد، آن دو عدد ريشه هاي معادله،  Pضربشان  sx

101101
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– s2اولاً اگر–بحث 4P > 0  مسئله  داراي  دو جواب است ،
ا ت ا : كه عبارتند ازك

42 pss 


2


2
42 pss 


2

102102
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– s2ثانياً اگر 4P = 0 داريم ،: 

s
 

2
 

103103
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– s2ثالثاً اگر 4P < 0مسئله جواب ندارد ،.

  1تعيين دو عدد كه مجموعشان  و حاصل ضربشان  - 1مثال 

.  باشد

اگر چنين دو عددي وجود داشته باشند، ريشه هاي معادله زير  

    :هستند

104104
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و حاصل ضربشان   12تعيين دو عدد كه مجموعشان  - 2مثال 
.باشد36

حالت اين =PوS=12در وجود36 عددي دو چنين اگر Sدر اين حالت Pو 12 اگر چنين دو عددي وجود  .36 
:  داشته باشند، ريشه هاي اين معادله هستند

x2 - 12x + 36 = 0)1(
:داريم = S2 – 4P = 144 - 244 = 0 :داريم  S2 4P  144 244  0

كه  عددهاي  مطلوب  ريشه هاي  آن هستند    )   1(و معادلة  
ً   6پس دو عدد مطلوب .است= xً َx= 6داراي  ريشة مضاعف 

. مي باشند 6و
105105
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ا ل ا :ا  0x  :با دو معادله زير است








0
0




x
x

:پس معادله مطلوب عبارت است از

x2 – ( + ) x +  = 
0

106106
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مي خواهيم معادلة درجه دومي تشكيل دهيم كه ريشه  –مثال 

.و باشند 2mهاي  آن 

107107
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ا ها شه داxَxًاگ :نا  :بناميم داريم xو xاگر ريشه ها را

52 mm
22

2mxx 

2

2
2 mmmxx 

2

108108
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:پس معادله مطلوب عبارت است از 

05 22  mxmx
2

0252 22 0252 22  mmxx

109109
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دومه جه د معادله هاي يشه ب ح ب كه ات ا ع ه محاس محاسبه عباراتي كه بر حسب ريشه هاي معادله درجه دوم  -ه

:متقارن هستند رن م

رر  bو  aيك عبارت جبري، كه شامل دو حرف  -تعريف-13 ل ري

متقارن ناميده مي شود كه اگر  bوaباشد، در صورتي بر حسب

a  را بهb  وb  را بهa     تبديل كنيم، در آن عبارت تغييري

.حاصل نشود

110110
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:  متقارن هستند bو  aمثلاً  عبارت زير بر حسب 

ba
ba

baba  ,11,),1)(1( 22

حسب-سوال بر زير عبارات از يك است؟bوaكدام متقارن متقارن است؟   bوaكدام يك از عبارات زير بر حسبسوال

)ا؟( )چرا؟(
2222222 ,,11,, byaxba

b
baba 

111111

,,,, y
ba
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َ حسب بر كه را عبارات توان م همواره كه كنند م xًثابت و و    xثابت مي كنند كه همواره مي توان عباراتي را كه بر حسب 

x  بر، يعني ريشه هاي معادله درجه دوم، متقارن باشند بر ب رن وم رج ي ري ي ي

اين مطلب را با  .حساب كردx . َp = xو ً x+َs = xحسب ً

:    ذكر چند مثال نشان مي دهيم

و مجموع آنها   xو ً xرا َ ax2 +bx + c = 0: ريشه هاي معادله

  .مي ناميم Pو حاصل ضربشان را  Sرا 

112112
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. Pو  Sبر حسب  xً +2 َx 2محاسبه
= s2-2pxًَ- 2x2) xً +َx =(2xً+2xَ

ه SPا Pو Sمحاسبه بر حسب

P
S

xx
xx

xx











11

. Pو  Sبر حسب  xً +2 َx 2محاسبه
Pxxxx

)(3)(      :  از اتحاد 222 xxxxxxxx 

:نتيجه مي شود
pssxxxxxxxx 2)(3)( 33 

113113

pssxxxxxxxx 2)(3)( 
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را به قسمي معين كنيم كه   mمي خواهيم مقدار –مسئله  - 12
 x2 + mx: معادلة

+ m + v = 0)1( )1(
   xً +2 xَ 102=:  داراي دو ريشه  باشد كه در رابطة 

         )2(
.صدق كنند ق

:  باشد، داريم xو ً xداراي دو ريشة  َ)  1(اگر معادله – حل 
S2 2 ( )2 2( )ًَ =S2 - 2p = (-m)2 - 2(m+v)2x+2x

m2-2m-14 2 xً +2 xَ =               و يا

114114
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:  قرار دهيم، حاصل مي شود) 2(و چون اين مقدار را در رابطة 
m2 – 2m – 24 = 0   )3(

مقدار دو معادله اين روي اي+6و4از آيدmب م دست به .  به دست مي آيدmبراي+ 6و-4از روي  اين معادله دو مقدار
– x2به صورت )1(معادله m= -4به ازاي 4x + 3 = 0    در

هستند و در رابطه   xً = 3و   xَ=  1مي آيد كه ريشه هاي آن 
كنن)2( ق . صدق مي كنند)2(

در   x2 + 6x + 13 = 0به صورت)1(معادله m =6به ازاي 
.  مي آيد كه ريشه ندارد

115115
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.  است m=-4پس تنها جواب مسئله درمجوعه اعداد حقيقي
حل يك مسئله نمونه–و 

:  را طوري  معين كنيد كه معادلة mمقدار–مسئله-15
x2 (m + 5)x m + 6 = 0)1( x2 –(m + 5)x – m + 6 = 0        )1   (

ب  xً3  =12                            : داراي  دو ريشه باشد كه در رابطة ر ر ب ري و ي ر
+ xَ2       )2(

.باشند:صادق 

116116
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َ حسب بر مفروض رابطه كه مسائل گونه اين xًدر متقارنxو متقارن   xو  xدر اين گونه مسائل كه رابطه مفروض بر حسب 

ريشه ها را بر  نيست مي توان ابتدا مجموع و حاصل ضرب رب ل و وع ج ب ن و ي بري ر ري

اين دو رابطه و  . حساب كرد تا دو رابطه به دست آيدmحسب

  mو  xو ً xسه معادلة سه مجهولي بر حسب َرابطه مفروض

و هم ريشه هاي  mتشكيل مي دهند كه از حل آنها هم مقدار

معادله در صورت وجود به دست مي آيند

117117
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باش–حل داشته بايد ض ف به :بنا :بنا به فرض بايد داشته باشيم– حل

13=xً3+xَ2)2( 13=x3+x2)2(

معادله در ديگر طرف :داريم)1(از :داريم)1(از طرف ديگر در معادله 

5+m=xً+xَ)3( 5+m=x+x)3(

6+m-=xً+xَ)4( 6+mx+x)4(

118118
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از   xو ً xرا كه بر حسب  مجهولهاي َ ) 3(و)2(اينك معادلات
:  درجه اول هستند حل مي كنيم حاصل مي شود

ً 2+m3=xَ و  m2–3=xً )5(
رابطة در را مقادير شود)4(اين م نتيجه دهيم م :قرار :  قرار مي دهيم نتيجه مي شود) 4(اين مقادير را در رابطة

(2m + 2 )(3-2m) = -m + 6

-    و يا   6 m2 + 6m = 0

.به دست مي آيدmبرايm=1وm=0از اين معادله دو مقدار

119119
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َ)5(اگر اين مقدار را در روابط حساب مي   xو xًقرار دهيم، ب رو ر ر ر ين يمر ر يور ب
: شود

xً 3=و   xَ 2=: داريم m=0به ازاي  

ً 1xً=و xَ 5=داريمm=1به ازاي 

جواب دستگاه دو اي دا ئله م كه شود م معلوم ب ت ت اين به اين ترتيب معلوم مي شود كه مسئله داراي دو دستگاه جواب  به
.است

)تحقيق كنيد كه ريشه هاي فوق در معادله صادق هستند(

120120
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دوم–ز درجه اي جمله سه تجزيه تجزيه  سه جمله اي درجه دومز

:  سه جمله اي درجه دوم  عبارتي است به صورت -16 ور ب ي ر ب وم رج ي ج

 ،f(x) = ax2 + bx + c)1(

يا  ( ،  عبارت فوق به يك جمله اي c=0ياb=0اگر–تبصره

درجه دوم تبديل مي شود اما به بحث ما خللي  ) يك جمله اي

.وارد نخواهد شد

121121

www*pnueb*com



:  اكنون معادله زير را در نظر  مي گيريم
ax2 + bx + c = 0)2(

ل ا ا ا)2(ش ل ا ش ف)1(ا ا يا صفر  ) 1(را ريشه هاي سه جمله اي )2(ريشه هاي معادله
مبين  ) 2(مبين معادله :مي نامند)1(كننده هاي سه جمله اي  ي بينبينيي

.ناميده مي شود) 1(سه جمله اي 
براي تجزيه سه جمله اي درجه دوم به حاصل ضرب  عاملهاي  

كن فا ا ة قض ا ل : درجه اول از قضية زير استفاده مي كنيما
ax2 + bx +c = 0 :اولا اگر معادله–قضيه

122122

ري و
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)1(
ax2+bx+c= a(x-xَ) (x-x)ً

ي + ax2باشد، سه جمله اي xو ً xَمتمايزدو ريشهداراي رير يويزو ج ب
bx + c به حاصل ضربa   و دو عبارت درجه اول تجزيه و

:داريم    :داريم

 ax2+bx+c= a(x-x َ◌) (x-x ً◌ 
ax2+bx+c= a(x-xَ)2 

سه جمله  ،باشديك ريشه مضاعفداراي)1(ثانياً اگر معادله ر ي)(ي رير جبي
در مربع aبه حاصل ضرب f(x)اي

ax2+bx+c= a(x x◌َ )2

123123

ax2+bx+c= a(x-x◌ )2 
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:  كامل  يك عبارت درجه اول تبديل مي گردد و داريم
= b2 – 4ac > 0 

      :اولاً فرض مي كنيم–برهان
:مي توان نوشت 

= b2 – 4ac > 0 )2( )2(
)(2 2

a
cx

a
bxacbxax 

دو ريشه  ) 1(بزرگتر از صفر فرض شده است معادله  اما چون 
ا : دارد و داريما

bxx و 
cxx 

124124
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:  به صورت زير در مي آيد) 2(پس رابطه 
)( 2 xxxxxxxa     

))((
))(()]()([

)(

xxxxa
xxxxaxxxxxxa

xxxxxxxa






.و قضيه در اين حالت ثابت است
))(( xxxxa

))(( xxxxa 

= b2 – 4ac = 0    
كنيم م فرض :ثانياً    :ثانيا فرض مي كنيم

= b2 – 4ac = 0
چنين نوشته  ) 2(و بنابراين رابطه در اين صورت داريم    

د ش a:م
bc
4

2



125125

:مي شود
www*pnueb*com



2
2

2 )()( bxabxbxa  2 )
2

()
4

(
a

xa
a

x
a

xa 

مي   xيك ريشه مضاعف دارد كه ان را َ) 1(دراين حالت معادله 
اا ط ا ك ا :  مي دانيم كه ، پس رابطه اخير چنين نوشته مي شود.ناميم

2)(  2)( xxa 

  .و قضيه در اين حالت نيز ثابت است

126126
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است ثابت نيز حالت اين در قضيه . و قضيه در اين حالت نيز ثابت است.و

در صورتي  كه –تبصره = b2 – 2ac < 0  1(، معادله  ( ر يب ور ر

را به  حاصل ضرب عاملهاي  )1(ريشه ندارد و نمي توان عبارت

، اما چون در اين حالت  )چرا؟( تجزيه كرد  xدرجه اول بر حسب 

– 2acداريم  b2 > 0  را مي توان به صورت زير  ) 2(رابطه

:  نوشت

127127
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:را مي توان به صورت زير نوشت)2(، رابطه2a-b2>0داريم

)( 22 cxbxacbxax  )(
aa

)]
4

()
2

[( 2

2

2

2
2

a
b

a
c

a
bx

a
bxa 

)]
4

4()
2

[(

42

2

2
2 bacbxa

aaaa




:و به طور خلاصه
42 2aa

)]
4

4()
2

[( 2

2
2 bacbxa 


128128
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مقدار داخل كروشه مجموع    )3(و با توجه به اين كه  در رابطه ب ر ر ين ب وج ب وعو ج رو ل ر

  xو در نتيجه به ازاي  جمع مقادير ) چرا؟(دو مقدار  مثبت

:  مثبت است ، واضح مي شود كه

منفي باشد،   b2-4acاگردر يك سه جمله اي درجه دوم مقدار 

در يك   aمقدار آن سه جمله اي برابر است با حاصل ضرب 

.  عبارت مثبت

129129
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63x2 + 25x +2: تجزيه سه جمله اي-1مثال
معادلة هاي 63x2:ريشه + 25x پس0=2+ ، و از عبارتند 63x2  25x 2:ريشه هاي معادلة عبارتند از  و ، پس   0

:  به صورت زير  تجزيه مي شود f(x)سه جمله اي 
)27)(19()2)(1(63 

 + g(x) = 5x2:   تجزيه سه جمله اي-2مثال
)27)(19()

7
)(

9
(63  xxxx

30x +45
معادله 5x2:مبين + 30x ريشه0=45+ و است صفر 5x2 + 30x +45: مبين معادله صفر است و ريشه  0

مضاعف اين  سه جمله اي
3ًَ  -3=ًx=xَپس سه جمله اي به صورت زير تجزيه  . مي باشد

: مي شود

130130

5(x+3)2
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يريشه حقيقي ندارد  3x2 + 3x +8سه جمله اي -3مثال
و نمي توان آن را به حاصل ضرب عاملهاي درجه اول  ) چرا؟(

مي توان آن را به صورت زير  ) 3(تجزيه كرد، اما طبق رابطه 
: نوشت

ا ل لا علامت سه جمله اي درجه دوم-ح

دوم17 درجه اي جمله سه سه جمله اي درجه دوم-17
f(x) = ax2 + bx + c)1(

131131
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گيريم مي نظر در شماره.را در كه طوري فصل16به همين همين فصل 16به طوري كه در شماره.را در نظر مي گيريم

نديديم، برحسب آن كه   ب بر يم ي

– b2در اين سه جمله اي مقدار 4ac  منفي يا صفر يا مثبت

باشد، سه جمله اي ريشه نداشته يا يك ريشه مضاعف  و يا دو  

خواهد داشت و مي توان آن را به ترتيب به   xو ً xريشه متمايز  َ

:  يكي از سه صورت زير نوشت 

132132
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]
4

4)
2

[()( 2

2
22 bacbxacbxaxxf 
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ريواضح است در حالاتي كه سه جمله اي  درجه دوم يك ريشه   ي وم رج ي ج ي ر ح و

مضاعف يا دو ريشه متمايز داشته باشد، مقدار عددي سه جمله  

اي فقط به ازاي  اين ريشه ها برابر  با صفر خواهد شد و به ازاي    

.  مخالف با صفر است xساير مقادير 

منفي يا صفر و يا مثبت باشد،   b2-4acحال بر حسب  آن كه 

.  براي تعيين علامت سه جمله اي  سه حالت تميز مي دهيم

134134
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   b2-4ac < 0– حالت اول

دراين حالت با توجه به تبصره مربوط به قضيه اي كه ضمن  
داريم  ) 1(همين فصل آورديم، گوييم چون در رابطه  16شماره 

a0  و مقدار داخل كروشه به ازاي جمع مقاديرx   ،مثبت است
صفر نمي شود وxپس سه جمله اي  به ازاي  هيچ مقدار از

علامت همان همواره حالت اين در اي جمله سه مaعلامت مي   aعلامت سه جمله اي  در اين حالت همواره همان علامت 
. باشد

135135
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پس هر گاه مبين سه جمله اي درجه دوم منفي باشد، علامت  

.  است aهمان علامت  xسه جمله اي به ازاي جميع مقادير 

136136
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b2 4 0    b2-4ac = 0-حالت دوم

، سه جمله اي به صورت )2(در اين حالت با توجه به رابطه

)2َa(x-x در مي آيد كه در آن)2َ(x-x  به ازاي  جميع

به جز ريشه مثبت  بوده و در نتيجه علامت  xمقادير

 )2َa(x-xهمان علامتaاست .

137137
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پس هر گاه مبين سه جمله اي درجه دوم صفر باشد، علامت سه 

به غير از ريشه همان علامت   xجمله اي به ازاي  جميع مقادير 

aبه ازاي  ريشه برابر صفر است(است(

138138
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b2 4 0    b2-4ac > 0-حالت سوم

 (ً (، سه جمله اي  به صورت)3(دراين حالت  با توجه به رابطه

(x-x َc(x-x ً در مي آيد و براي تعيين  علامت آن با فرض> 

x  xَ سه حالت تميز مي دهيم.

139139
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  x-xو  ً x-xبزرگتر باشد، َ xاز ريشه َ xاولاً اگر مقدار عددي 
هر دو مثبت هستند و حاصل ضرب آنها هم مثبت است و  

لا ا ا ل اaلا .استaعلامت سه جمله اي  همان علامت
-xبزرگتر باشد،  xَكوچكتر ولي از xًاز َ xثانياً اگر مقدار عددي

x ً منفي وليx-x پس حاصل ضرب آنها منفي  . مثبت است
مثبت   aمنفي باشد، سه جمله اي مثبت است و اگر aاگر.است

رجباشد، سه جمله اي منفي است، پس علامت سه جمله اي درجه   ي ج پس ي ي ج ب
.  است aدوم  مخالف علامت 

140140
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ًًً هر دو   x-xو ً x-xكوچكتر باشد، xَاز ً xثالثاً اگر مقدار عددي

منفي و حاصل ضرب آنها مثبت است و علامت  سه جمله اي  

. مي باشد aهمان علامت 

سه جمله اي درجه دوم صفر مي   x=xو ً x=xو بالاخره به ازاي َ

. شود

141141
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سه علامت باشد، مثبت دوم درجه اي جمله سه گاه هر پس هر گاه سه جمله اي درجه دوم مثبت باشد، علامت سه پس

عددي مقادير ازاي به اي ازxجمله يا بزرگتر ريشه دو هر از كه كه از هر دو ريشه بزرگتر يا از  xجمله اي به ازاي مقادير عددي

ولي به ازاي. استaهر دو ريشه كوچكتر باشد همان علامت ن ب ر وچ ري و ير ز ب ي و

از يكي كوچكتر و از  (اعدادي كه مابين دو ريشه هستند ري و بين زي و ر وچ ي ي ز

،)ديگري بزرگترند ر بزر ري )ي

143143
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از ي مقادي دوxمعمولاً ه از يا گت بز يشه دو ه از كه ا را كه از هر دو ريشه بزرگتر يا از هر دو  xمعمولا مقاديري از

دو مابين كه مقاديري و ريشه در خارج مقادير كوچكترند ريشه كوچكترند مقادير خارج در ريشه و مقاديري كه مابين دو  ريشه

. ريشه هستند داخل دو ريشه گويند وي ري و ل ري

– 2x2، علامت سه جمله ايxبه ازاء مقادير مختلف-1مثال يرل

5x – را تعيين كنيد3

144144
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حل نا معادلات درجه دوم–ط 
و-18 يكطرف به ها جمله تمام نقل از پس كه نامعادله هر هر نامعادله كه پس از نقل تمام جمله ها به يك طرف و  18

:   اختصار به يكي از دو صورت كلي
)1(ax2 + bx + c > ax2)2(ا0 )1(ax2 + bx + c > 0 يا)2(ax2 

+ bx + c < 0
.در آيد، نامعادله درجة دوم ناميده مي شودآ

تعيين همه  ) 2(يا)1(مقصود از حل نامعادلات به صورتهاي 
گذارده شوند طرف اول  xاعدادي است كه چون به جاي

به عبارت ديگر،  بايد  .را منفي كند)2(را مثبت يا )1(نامعادلة ي ب ير ير ب ر ي ر ب ب
را معين ساخت كه به ازاي  آنها يك سه جمله اي   xمقاديري از 

باشد منف يا مثبت دوم درجه
148148

.درجه دوم مثبت يا منفي باشد
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حل نامعادلاتي كه يك طرف آنها حاصل ضرب چند عبارت  - 19
براي  حل نامعادلاتي كه به صورت كلي    - درجه اول يا دوم است

B C D 0 AC B A × B× C× D× … > 0 Aباشند)C , B , A  چند جمله  .. و
علامت هر يك از  )ايهاي درجه اول يا دوم مي باشند ب مي وم ي اول رج ي از)ايه يك ر لامت

را كه به   xرا جداگانه معين و همه مقادير  C, B, Aعبارتهاي  
ازاي  آنها هر يك  از عبارتهاي مزبور مثبت يا منفي است تعيين  

ا ا ا ا آ كرده سپس از روي  آنها علامت حاصل ضربشان را معين مي  ا
.سازيم

149149

. سازيم
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براي سهولت عمل بهتر اين است كه جوابهاي هر يك از چند  
جمله ايها را معين كنيم و اين ريشه ها را به ترتيبي كه از  

ل ش خ ا آن گ ش ا آن ك كوچكترين آنها شروع و به بزرگترين آنها ختم  شود در  جدولي  ك
ياز چپ به راست  بنويسيم و در فاصله ما بين هر دو عدد متوالي،     و و ر بين ر و يم وي ب ر ب چپ ز

.  علامت هر عبارت و علامت حاصل ضرب را معين كنيم
:   مطلوب است حل نامعادله–مثال 

(x+1)(3 2x) (2x2 8) > 0(x+1)(3-2x) (2x2 -8) > 0 

: براي حل نامعادله جدول زير را رسم مي كنيم
150150
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 > x >و  x < -1 > 2-از اين جدول معلوم مي شود كه به ازاي

. طرف اول نامعادله مفروض مثبت مي باشد 2
ي20 ك به–نامعادلات است اي نامعادله ي ك نامعادله نامعادله كسري، نامعادله اي است به  –نامعادلات كسري -20

صورت  كه صورت و مخرج آن  هر دو يا تنها مخرج آن شامل  
براي حل اين نامعادلات، حتي المقدور بايد  . حرف مجهول باشد

ا ل ا ل ا ض ل ا ا صورت و مخرج را به حاصل ضرب عوامل درجه اول يا درجه  خ
دوم تجزيه كرد، سپس علامت هر عبارت و علامت حاصل ضرب    

.و در نتيجه علامت كسر را مشخص كنيم

152152
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هيچ وقت در حل نامعادلات كسري نبايد از مخرج  –1تبصره ر رجب ز ي ب ري ل ر و يچ

كسر صرف نظر كرد، زيرا اين مخرج نيز تغيير علامت مي دهد و  

مگر اين كه  . علامت كسر به علامت مخرج هم بستگي دارد

مطمئن باشيم كه علامت مخرج همواره مثبت است، مثل كسري  

كه مخرج آن مجذور كامل باشد كه در اين صورت علامت كسر    

.  همواره  هم علامت با صورت است

153153
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اگر مخرج كسر همواره منفي باشد آنگاه علامت كسر همواره  
.  مخالف علامت صورت كسر خواهد بود

در حل  نامعادلات كسري بايد اين نكته را در نظر   -2تبصره
نسبت علامت با هميشه مقدار دو ضرب حاصل علامت كه داشت كه علامت حاصل ضرب دو مقدار هميشه با علامت نسبت  داشت

)(بنابراين بهتراست به جاي تعيين علامت كسر  . آنها يكي است
)(

xg
xf

× f(x)علامت حاصل ضرب  g(x)   را معين كنيم، البته بايد
)(g

كسر فوق   g(x) = 0متوجه بود كه به ازاي  ريشه هاي معادله
است نامعين

154154

.نامعين است
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:  مطلوب است حل نامعادلة–مثال 
010102


 xx

صورت و مخرج كسر طرف اول نامعادله را به حاصل  – حل

0
14 

x
لل ب ر ول ر ر رج و ور

:  ضرب عوامل تجزيه مي كنيم
x2 + 3x + 10 = (x+2)(x 5)-x2 + 3x + 10 = -(x+2)(x-5)

= (x+2) (5-x)
X2 - 1 = (x - 1) (x2 + x + 1)

لعلامت كسر طرف اول نامعادلة مفروض همان علامت حاصل  ن روض ول ر ر
ضرب  

(x + 2) (1 x) (x 1)(x2 +x+1)
155155

(x + 2) (1-x) (x-1)(x2 +x+1)
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يمي باشد پس علامت عبارت  هر پرانتز را جداگانه معين  مي   ين ج ر ز پر ر ر ب پس ب ي

ن ل ت ت ا ل ا ا ن كنيم و نتايج حاصل را به ترتيب در جدولي مي نويسيم و  كن

فواصلي را كه در آنها حاصل ضرب مفروض مثبت است معين  

:مي كنيم 

156156
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ياز اين جدول معلوم مي شود كه علامت كسر مفروض به ازاي   ض ر ر و ي وم ل ن
مثبت   x < 1 >5و به ازاي  مقادير   - 2تمام اعداد كوچكتر از 

. است
مجهول-تبصره-21 حرف كسري، نامعادلات از بسياري در در بسياري از  نامعادلات كسري، حرف مجهول   تبصره21

در هر دو طرف نامعادله وجود دارد، در اين صورت قاعده اين  
است كه تمام جمله ها را به يك طرف منتقل و تمام كسرها را    

كل ت صو همان به نامعادله حل و كن تحويل ج مخ يك به يك مخرج تحويل كنيم و حل نامعادله به همان صورت كلي  به
. سابق انجام مي گيرد

158158
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:2سوال

آنرا به  . متن ذيل فصلي از يك كتاب درسي دبيرستاني است

.دقت مطالعه نموده و خلاصه اي از آن را ارائه دهيد

159159
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يمقاطع مخروطي رو م ع م

پيشگفتارپيشگفتار

زمانهاي از مهم بسيار خاصيتهاي با مسطح منحن نوع چهار نوع منحني  مسطح با خاصيتهاي بسيار مهم از زمانهاي  چهار

باشند م معروف مخروط مقاطع به ايندور از يك هر زيرا زيرا هر يك از اين  .دور به مقاطع مخروطي معروف مي باشند

ت ا ط خ طح با فحه ك شت ل ف ها .  منحنيها فصل مشترك صفحه با سطح مخروطي استنحن

160160
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مي دانيم كه سطح مخروطي دوار از دوران يك خط حول خط  

خط ثابت محور  . ديگري كه با آن متقاطع است پديد مي آيد

سطح مخروطي ، خط متحرك مولد سطح  

مخروطي، نقطه تلاقي دو خط ، يعني نقطه ثابت دوران، رأس    

سطح مخروطي و هر يك از دو بخش سطح مخروطي  كه در دو  

.طرف رأس  باشند يك دامنه از آن نام دارند

161161
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متقاطع   Sكه با آن در  Dحول خط ثابت در شكل بالا، خط 
ك ا آ ط خ ط ا ك ا   Dاست دوران كرده است سطح مخروطي پديد آمده  است كه Dا

.رأس آن مي باشد Sمولد آن و محور آن ن نو يو ن س
هر گاه صفحه اي عمود بر  محور سطح مخروطي آن را قطع  
آ كند، فصل مشترك آنها منحني دايره است كه خواص مهم آن را  آ

يم. مي شناسيم ي
هر گاه صفحه اي غير عمود بر محور و غير موازي با مولد يك  

دامنه از سطح مخروطي را قطع كند، مقطع حاصل منحني است  
ي دا آشناي ز ن آن با كه ض ب نام به

163163

.به نام بيضي كه با آن نيز آشنايي داريم
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لاگر صفحه اي دو دامنه از سطح مخروطي را قطع كند فصل  ع ي ر ح ي ر
مشترك منحني است كه از دو قسمت جدا از هم تشكيل شده  

منحني نمودار تابع. است و هذلولي نام دارد
است هذلولي نوعي . هموگرافيك نوعي هذلولي است.هموگرافيك

هر  گاه صفحه اي با يك مولد سطح مخروطي  موازي باشد و آن  
مقطع حاصل  ) فقط يك دامنه را قطع مي كند(را قطع كند 

سهم نام به است زمنحن ن دوم جه د تابع نمودا منحن منحني نمودار تابع درجه دوم نيز  .منحني است به نام سهمي
.سهمي است

164164
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در شكل زير هر يك از منحنيها و چگونگي تقاطع صفحه با  

.  سطح مخروطي نشان داده شده است

165165
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نقاط از اي مجموعه مخروطي مقطع هاي منحني از يك هر يك  از منحني هاي مقطع مخروطي مجموعه اي از نقاط هر

در  . واقع در يك صفحه و داراي  خاصيت معين مي باشند ب ي ين ي ي ر و ي ر ع رو

بررسيهاي هندسي يا تحليلي نيز اين منحني ها به صورت 

تعيين معادله هاي اين  . مجموعه اي از نقاط منظور مي شوند

منحني ها در دستگاه مختصات قائم مورد بحث اين كتاب است  

.كه در زير  به ترتيب  ذكر مي شود

166166
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دايره
دايره مجموعة نقاطي است از صفحه كه اندازة فاصله هر يك از  

آنها از يك نقطة ثابت 
نقطه ثابت، مركز دايره و پاره خطي كه  .برابر عدد ثابتي باشد

دا اع ش كند ل آ نقاط از ك ه ا دا مركز دايره را به يكي از نقاط آن وصل مي كند شعاع دايره  كز

شود مي با.ناميده معمولاً را دايره شعاع ميRطول نشان نشان مي   Rطول شعاع دايره را معمولا با.ناميده مي شود
.دهند

167167
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ا ل نقطا )Cاگ )ا ش ا ا Rك و   Rمركز دايره اي به شعاع C(,)اگر نقطه –معادله دايره

است   CM=Rنقطه  دلخواهي از دايره باشدm(x,y)نقطه

را بر حسب مختصات نقطه هاي دو سر آن   CMطول پاره خط 

:  حساب مي كنيم

169169
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22 )()(   yxCM )()(   yxCM

:است از اينروCM=Rو چون

Ryx  22 )()( 

170170
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:  برسانيم خواهيم داشت2و اگر دو طرف تساوي را به توان ن و ب ر وي ر و ر يمو و يم بر
(x-)2+ (y-)2=R2

آ اع ش كه ت ا ا دا ادله الا CكزشRادله  Cو مركزش Rمعادله بالا معادله دايره اي است كه شعاع آن
( , ) از معادله بالا نتيجه مي شود كه دايره وقتي  . مي باشد

)مشخص است كه مختصات مركز , )    و شعاع آنR   معلوم
.باشد ب

در حالت خاصي كه  مركز دايره بر مبدأ مختصات منطبق باشد 
( ) = (0 ا(0 ل ا ا x2خ + ( , ) =  + x2خواهد بود و معادله دايره به صورت (0, 0)

y2 = R2 درمي آيد.

171171
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 , C(2واحد و مركزش  4معادله دايره اي كه شعاع آن   - 1مثال 
كه(1- اين به توجه با باشد = =و2 Rو1- = به4 است باشد با توجه به اين كه (1 و2  است به   R  4و1 

.مي باشد 2 + (y+1)2 = 16(x-2)صورت 
نقاط-2مثال كه اي دايره معادله تعيين B(-5وA(3,-5)براي ,A(3براي تعيين معادله دايره اي  كه نقاط2مثال )Bو  (5 5 
نقطه   A Bدو سر قطري از آن باشد، چون وسط پاره خط  (1 ,

Cمركز دايره است از اين رو :
53

رو ين ز ير ز ر
2 و

2
51




 cy1
2

53



 axc

مركز دايره معلوم مي شود و براي محاسبه  C(-1, -2)پس
.را حساب كنيمCAشعاع كافي است طول

نوشته   2 + (y+2)2 =25(x+1)پس معادله دايره به صورت 
ش

5)52()31( 22  CAR

173173

.مي شود
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  A(-2,1)براي نوشتن معادلة دايره اي كه ازنقطه  - 3مثال 
ط ا ا ا ا ا ا گذشته و بر محورهاي مختصات مماس باشد، چون دايره از نقطه  گذ

A  كه در ربع دوم محورهاي مختصات قرار دارد مي گذرد از اين
رو دايره مطلوب  در همين ربع بر محورهاي  مختصات مماس  

بنابراين و شود به=Rو=-Rمي دايره معادلة و شد خواهد مي شود و بنابراين Rو R  خواهد شد و معادلة دايره به
صورت

( R)2 ( R)2 R2آA( 2  (x + R)2 + (y-R)2=R2 درمي آيد و چون دايره ازA(-2 
:  مي گذرد بنابراين(1,

(-2+R)2 +(1-R)2= R2

174174
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– R2و يا  6R + 5 = 0 5در اين صورت  R=   وR=1   خواهد
:  شد و معادله زير به يكي از  دو صورت زير مشخص مي شود

(x + 1)2 + (y – 1)2 = 1

(x + 5)2 + (y - 5)2 = 25(x + 5)2 + (y - 5)2 = 25

ملاحظه مي شود كه مسئله دو جواب دارد، يعني ما مي توانيم  
دو دايره را بر نقطه

2,1) -(A مرور دهيم كه بر محورهاي مختصات مماس باشند .

175175
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همانطور كه ديديم معادله دايره به  –صورت ديگر معادله دايره 
:صورت:صورت

(x-)2 + (y -)2 = R2 اين معادله را به صورت .مي باشد
:زير مي نويسيم

 
X2 + y2 – 2x - 2y – R2 + 2 + 2 =0

X2 + y2 + ax + by +c = 0X2 + y2 + ax + by +c = 0
2-حال اگر = a 2-و = b و2 +2 – R2 = c   قرار

  :دهيم معادله دايره به صورت زير نوشته مي شود
X2 + y2 + ax + by +c = 0

177177
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اگر به اين صورت معادله دايره توجه داشته باشيم ملاحظه مي  
:كنيم:كن

.  از درجه دوم است yو  xمعادله دايره نسبت به 
ا ا ل ك22ا ا ا ا با هم برابرند و مساوي يك   y2وx2درمعادله دايره  ضريبهاي

هرگاه اين ضرايب برابر باشند اما يك نباشد از  (مي باشند
تقسيم طرفين معادله بر ضريب مشترك ضرايب جديد برابر    

.)يك خواهند شد و
.نيست xyمعادله دايره شامل جمله به صورت 

Rاگر = واگر0 شود مي تبديل نقطه يك به دايره Rباشد < 0   R  0باشد دايره به يك نقطه تبديل مي شود واگر R 0اگر
.  باشد دايره اي وجود ندارد

گ4ثال نظ د ا ز ادله
178178

: معادله زير را در نظر مي گيريم -4مثال
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:  اين معادله را به ترتيب زير عمل مي كنيم
(x2 -4x+…) + (y2+6y+…)=12

يم:  مجذور نصف ضريب درجه اول  را اضافه و كم مي كنيم ي م و ر ول رج ريب ور ج
(x2 – 4x + 4 – 4) + (y2 + 6y + 9 -9) = 12

(x-2)2 – 4 + (y + 3)2 – 9 = 12
:  بالاخره خواهيم داشت يم و ر ب

(x – 2)2+ (y + 3)2=25
C(2 3)R 5   R = 5مركز  و C(2,-3)كه معادله دايره اي است كه نقطه

. شعاع آن است

179179

ن ع
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آ براي رسم اين دايره نخست دردستگاه مختصات  مركز آن را  گ

آ مشخص ميكنيم، آنگاه با توجه به اين كه شعاع آن معلوم است  آ

. آن را رسم مي كنيم

180180
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-4x2 + 4y2رسم نمودار منحني به معادله  - 5مثال  4x + 8 

11 = ا0 ل22ض ا ف ط ان ا y – مساوي اند طرفين معادله y2وx2چون ضرايب0 = 11
:يعني ضريب مشترك آنها تقسيم مي كنيم4را بر

  0
2

11 -2y   x - y  X 22 

2
11 2y   y  x- X 22 

1151
4

11112
4
1

4
1 22  yyxx

1
4

11
4
5)1()

2
1(

22

22  yx

181181
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و شعاع   C) و 1-(منحني مطلوب دايره اي است كه مركز آن
اين دايره  را پس از مشخص كردن مركز آن  . مي باشد 2آن 

)مطابق شكل. (رسم مي كنيم

182182
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دايره به مركز –معادله مماس بر دايره  O مبدأ مختصات و به   
Rشعاع  : را در نظر مي گيريم ، معادله اين دايره مي شود 

X2 + y2 = R2X2 + y2 = R2
P(x1 , y1)هر گاه  نقطه اي از اين دايره و    خطي باشد كه  

بر اين دايره  مماس است، ضريب زاويه اي خط Pدرنقطه  
مشتق با است yبرابر به نسبت x مي دست به بالا معادله از كه yبرابر است با مشتق ، نسبت به x ، كه از معادله بالا به دست مي

Pآيد، به ازاء مختصات  بنابراين ازمعادله بالا َ.  y را حساب مي  
:كنيم

y
xyyyx  022

183183

y
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1x = m -  :باشد داريم ضريب زاويه اي  مماس  mاگر  
گاه هر ديگر طرف M(xاز y)مشخصخط غير باشدنقطه

1

1

y
باشد   نقطه غير مشخص خط M(x,y)از طرف ديگر هر گاه

:  داريم
1yy 

1

1

xx
yy

m




:  بنابراين داريم

2
1

2
111

11 yxyyxx
y
x

xx
yy




184184
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P(x1چون y1)استپس دايره x12روي +y12 =R2   x12 +y12 =R2روي دايره  است پسP(x1,y1)چون
:  مي شود معادله 

x1x + y1y = R2
ك ا )Cاگ )ا اشRش ش ا اخ C(اگر دايره به مركز , ) و به شعاعR  اختيار شده باشد

 :معادله آن مي شود

(x-)2 + (y-)2 = R2

185185
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چنانچه محورهاي مختصات را به موازات خود انتقال دهيم تا  
مركز  اين دايره مبدأ

ه داي عادله جديد دستگاه به ت ن باشد x2جديد +y2 =  = x2 +y2جديد باشد، نسبت  به دستگاه جديد معادله دايره 

R2و معادله مماس در
    x1x +y1y =  R2:  بر آن  عبارت است از (x1 , y1)نقطه  

وx = x-اما  داريم 
y = y-خط معادله وض مف مختصات دستگاه د اين بناب  y = y-   بنابراين در دستگاه مختصات مفروض معادله خطي

.مماس است چنين خواهد بود(x1,y1)كه بر دايره  درنقطه

186186

2
1 ))(())(( 1 Ryyaxax  
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 x2 +y2بر دايره  P (3,-2)معادله خطي كه در نقطه  - 1مثال 
ا25 ا مماس است25 =

:                              عبارت است از
                                                               3x – 4y = 25

براي نوشتن معادله خط ماس در مبدأ  مختصات بر  -2مثال رل ر س ن و ي ر
).مبدأ مختصات روي دايره است(دايره  

X2 + y2 – 2x + 4y = 0X2  y2 2x  4y  0
:  نخست معادله دايره را چنين مي نويسيم 

x2 2x+1 1+y2+4y+4 4=0x2–2x+1–1+y2+4y+4–4=0
(x-1)2 + (y+2)2=5

187187
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نقطه تماس است پس  معادله  خط  O(x1=0 , y1=0)چون
: مماس مي شود

I( 2 4)

xyyx
2
15)2)(20()1)(10( 

ميگذرد   I(-2,-4)معادله خطي  را بنويسيد كه از نقطه–مسئله
:و بر دايرة به معادله زير مماس است س زير ب ير بر و
X2 + y2 + 2x – 6y -15 = 0

:  براي حل اين مسئله سه روش  مي توانيم به كار ببريم
اول شود–روش م دايره :معادله :معادله دايره مي شود روش اول

(x + 1)2 + (y -3)2 = 25

188188
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(x1+1)(x+1) + (y1-3)(y-3) = 25 )1 ( نقطه تماس را
P(x l,y1) ):مي گيريم پس معادله مماس مي شود y ) و ي س پس يريم ي

I(-2,-4)چون اين خط بر نقطه  : مي گذرد پس 
(x1+1)(-2+1) + (y1-3)(-4-3) = 25 ( )( ) (y )( )

: پس از ساده كردن مي شود
(x1+1) + 7(y1-3) = - 25 )2 )( ) (y ) )2 )

Pو چون  : بر دايره است داريم 
(x1 + 1)2+(y1-3)2 = 25 )3 )(x1  1)2 (y1 3)2  25           )3 )
مقادير) 3(و ) 2(از حل دو معادله دو مجهولي  1 x و  1 y به  

آيد مي معادله.دست از دستگاه اين حل داريم)2(براي x1 داريم ) 2(براي حل اين دستگاه از معادله . دست مي آيد+ x1 + 
1 = -7 (y1-3) -25 : منظور مي كنيم) 3(و در معادله  

[-7(y1-3) -25]2 + (y1 – 3)2 = 25
189189

[-7(y1-3) -25]2 + (y1 – 3)2 = 25
(y – 3)2 -7(y1 – 3) -12 = 0  y1-3 = -3 يا -4
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:  سر انجام خواهيم داشت
P1(x1= + 2 y1= P2ا(1 (x1 = 5 y1 = 0) P1(x1= + 2 , y1=-1)  ياP2 (x1 = -5 , y1 = 0)

معادله خط  مماس مطلوب ) 1(با قرار دادن مقادير بالا در معادله 
: به يكي از دو صورت زير بدست مي آيد

3x – 4y – 4x + 3y + 20 = 0يا    0 = 10
ميگيريم، پس   mضريب زاويه اي  خط مماس را   –روش دوم 

: معادله خط مماس مي شود و ي س
y+4 =m(x+2)  y = mx + 2m -4)1)

ه داي ب وقت خط بااين ا ان معادله اگ كه است مماس مماس است كه اگر معادله ان را با  اين خط وقتي بر دايره
با هم حل كنيم، معادله حاصل ريشه مضاعف  معادله دايره

ا ا
190190

 .داشته باشد
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را درمعادله دايره قرار مي دهيم و ساده ) 1(از معادله  yمقدار 
كن : مي كنيم:م

x2+ (mx +2m – 4)2 +2x – 6 (mx + 2m – 4) -15 
0= 0

(1+ m2)x2 + 2(2m2 - 7m + 1)x + 4m2 - 28m + 
25=0

م:اين معادله وقتي ريشه مضاعف دارد كه داشته باشيم ي ن
 = (2m2 – 7m + 1)2 – (1 + m2) (4m2 – 28m 

+25) = 025)  0
:  پس از ساده كردن

12m2 + 7m 12 = 0  m ا= 4

191191

12m2 + 7m – 12 = 0  m =                            يا
3
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معادله مماس به دست مي  )1(با قرار دادن اين مقادير درمعادله ر ر ن ن ر ير س
:  آيد

33

020344
3
8

3
2

 yxxy

نش ن ا ا ل ا

010434
2
3

4
3

 yxxy

:معادله دايره را چنين مي نويسيم–روش سوم
(x+1)2 + (y-3)2 =  25( ) (y )

ضريب زاويه  . است R = 5و شعاع آن  C(-1 , 3)مركز دايره 
:  مي گيريم، پس معادله خط مماس مي شود mاي خط مماس را 

mx y + 2m 4 = 0)1)
192192

mx – y + 2m – 4 = 0)1) 
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يك خط وقتي بر دايره  ماس است كه فاصله مركز دايره تا آن  
اش ا ا ش ا ا cbyaxخط  .خط برابر با شعاع دايره باشد

      22

11

ba

cbyax
d






7423
5







mmm

)  1(به دست مي آيد و آن را درمعادله  mاز اين معادله مقدار
11

5
22  mm

.  منظور مي كنيم معادله خط مماس مشخص مي شود
ير Mمي دانيم كه قائم بر يك منحني در يك نقطه –قائم بر دايره بر يم ر ي ي بر م يم ي

واقع بر منحني،  
نقطه د كه است خطMخط دب منحنMكه ب مماس مماس بر منحني  Mكه دربر خطيMخطي است كه در نقطه

نيز مي دانيم كه مماس بر دايره بر شعاع نقطه  . است عمود باشد
ا ا

193193

 .تماس عمود است
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.بنابراين قائم بر دايره درهر نقطه آن از مركز آن دايره مي گذرد ر ي ير ن ز ر ز ن ر ر ير بر م ين بر ب
بر دايره  ( براي تعيين معادله قائم بر دايره از يك نقطه معين 

كافي است معادله خطي را بنويسيم كه از  ) واقع باشد يا نباشد
گذ ا ك ا قط . آن نقطه و از مركز  دايره مي گذردآ

مي گذرد   I(4,-1)براي تعيين معادله خطي كه از نقطه -مثال زل ي يين ي )بر , ر( ي
:و قائم بر دايرة به معادلة زير است

x2 + y2 + x + 3y - 1 = 0

194194
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يم: نخست مركز دايره را مشخص  مي كنيم ي ص ر ير ز ر

01992112 2  yyxx

)
2
3

2
1(

4
14)

2
3()

2
1(

01
44

2
44

2

22 



 Cyxو

yyxx

IC

)
22

(
4

)
2

()
2

( y

: را مي نويسيمICاكنون معادله خط

13


9
13

9
1

4
2
1

1
2

4
1








 xy

x
y
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بيضي
بيضي مجموعه نقاطي از صفحه است كه مجموع فاصله هاي هر  

يك از آنها از دو نقطه ثابت واقع در همين صفحه برابر مقدار  
. ثابتي باشد

196196
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  Fو َ Fكانونها را با .اين دو نقطه ثابت را كانونهاي بيضي مي نامند
كن م ض ف و ده م فصلباشدc2=َFFنشان اين د در اين فصل . باشدc2=FFنشان مي دهيم و فرض مي كنيم

يا يكي از محورهاي   FFحالتي را مورد مطالعه  قرار ميدهيم كه َ
ا ا .  مختصات موازي باشدا

  Cرا  FFها فرض كنيم و وسط َ xرا موازي  محور  FFاگر َ
و   F(+c,): باشد در اين صورتC(,)بناميم و فرض كنيم

(-c,)Fَمي شود. و ي
نقطه دلخواهي از مجموعه نقاط تشكيل دهنده   P(x,y)اگر 

َ تعريف بنابر باشد اينPF+PFبيضي كه خواهدبود ثابتي مقدار PFبيضي باشد بنابر تعريف  PF  مقدار ثابتي خواهدبود كه اين
:  مي ناميم 2aمقدار ثابت را 

=2aَPF+PF
197197

=2aPF+PF 
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  Fو َ Fو  Pرا بر حسب مختصات  PFو َ PFحال فاصله ها ي 
كن اب 22:ح : حساب مي كنيم

22

22

)()]([

)()]([









ycxFP

ycxPF

:  منظور مي كنيم) 1(اين مقادير را در رابطه 

2222

2222

)()]([2)()]([

2)()]([)()]([









ycxaycx

aycxycx

مي رسانيم پس از ساده كردن خواهيم  2دو طرف را به توان
: داشت

222 )()]([   ycxaccxa

198198
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باز دو طرف را به توان دو مي رسانيم كه پس از ساده كردن  
: خواهيم داشت
)()2)(()( 222222222 caaaxxcaya  

َ مثلث FF>َPF+PFَ:داريمPFFدر

)())(()( 22222222 caaxcaya  

      FF > PF  +PF :داريمPFFدر مثلث 
c > aكه  2c > 2aيا 

ان ت ا نا دد a2گ c2ا دهb2ا ا ق .  قرار دهيم b2را مساوي a2 –c2مي گردد بنابراين مي توانيم
 = a2(y-)2 + b2(x-)2در نتيجه رابطه فوق به صورت 

2b2آ a2b2در مي آيد.

199199
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تقسيم مي كنيم درنتيجه   a2b2دو طرف رابطه اخير را بر
د آ ت د ه ز ت ه :ادله   :معادله به صورت زير به دست مي آيد

1)()( 22  yx 

نقطه C(اگ )د ش ق نط ختصات دأ )ب ) =

1)()(
22 

b
y

a


 = (,)،بر مبدأ مختصات منطبق شود C(,)اگر نقطه
مبدأ  اينرو معادله بيضي كه مركز آن برمي شود و از (0,0)

ها قرار دارد چنين   xروي محور FFمختصات منطبق بوده و َ
شود 22:م yx  :مي شود

122 
b
y

a
x

1
22 yx

200200

: نتيجه مي شوداز معادله 122 
b
y

a
x
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هم روي   P1(x,-y)روي بيضي باشد نقطهP(x,y)اگرنقطه )ر ,y)ب ي بي )روي , y)روي م
.ها تقارن بيضي است xبيضي است يعني محور 

هم روي   P2(-x,y)روي بيضي باشد نقطه   P(x,y)اگر نقطه 
.ها محور تقارن بيضي استyبيضي است يعني محور 

نقطه P(xاگ y)نقطه باشد ض ب P2(-xي -y)ي ه هم روي   P2(-x,-y)روي بيضي باشد نقطه  P(x,y)اگر نقطه
در اين  . بيضي است يعني مبدأ مختصات مركز تقارن بيضي است ي ي ي

 .حالت بيضي به شكل زير است

201201
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 + a2 = b2نتيجه مي شود  a2-c2 = b2با توجه به اينكه 

2b c2و از اين روa > b است .
بالا ت صو به ض ب بالا معادله د دهyاگ ا ق صف اب ب ا را برابر صفر قرار دهيم  yاگر درمعادله بالا بيضي به صورت بالا
.ها به دست مي آيدxطولهاي نقاط تقاطع بيضي با محور ور ب ي بي ع ي ه يو ي ب

)()(10 22
22

2

axaxax
ba

x


، يعني نقاط تقاطع بيضي با محور  Aَ (a,0-)و  A(a,0)دو نقطه 
x  2=ها ، در رأس  بيضي  نام دارند وa َAA مي باشد  .

203203
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را مساوي صفر قرار دهيم عرضهاي نقاط   xاگر در معادله بيضي 
آيد م دست به عرضها محور با بيض : تقاطع بيضي با محور عرضها به دست مي آيد:تقاطع

   
)()(10 22

2

2

2 bybyby
b
y



 yكه نقاط تقاطع بيضي با محور Bَ (b-,0)و B(0,b)دو نقطه
و باشد م بيض راس دو نيز است =ها 2bَBBم

)()(22 yyy
ba

مي   2bBB ها است نيز دو راس بيضي مي باشد و
را قطر كوچك بيضي مي   BBرا قطر بزرگ بيضي و َ AAَ .باشد
 .نامند

محور موازي بيضي بزرگ قطر بهyاگر بيضي معادله باشد ها ها باشد معادله بيضي به  yاگر قطر بزرگ بيضي موازي محور
 :صورت زير خواهد بود

2 2

2 2

( ) ( ) 1y x
a b
  

 

204204
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ا تن ا ا ن كان )Fا  c)(  c)َFك كه  F (,-c)و F(,,c)در اين صورت كانونها عبارتند از
باگر مركز بيضي دراين حالت بر مبدأ مختصات منطبق باشد  بق ب بر ين ر ي بي ز ر ر

:به صورت زير نوشته مي شودمعادله بيضي

نسبت  را كه در مورد بيضي كوچكتر از يك است خروج از مركز  
  0 >:  نشان مي دهندCبيضي مي نامند و آن را با  حرف

c=c=
12

2

2

2


b
xy

205205
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ت ازن وج خ است يك از چكت ك ض ب د م د كه ا c را كه در مورد بيضي كوچكتر از يك است خروج از  نسبت 
: نشان مي دهندCمركز بيضي مي نامند و آن را با  حرف

a
ر ب ر ن و ي ي بي ز ير ن

< 0c=

)  كه  ومعادله بيضي را بنويسيد –1مثال  2,0)F)0,2(F

.  باشد 4طول آن   1كانونهاي آن بوده و طول قطر 

206206
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مركز بيضي   O(0,0)مركز بيضي وسط كانونها است بنابراين 
محور روي بيض بزرگ قطر و چونxاست و يا و و است ها ها است و  و يا   و چون  xاست و قطر بزرگ بيضي  روي محور

  4و طول بيضي  1قطر 
 b2 = a2مي شود و مي دانيم a=2و يا 2a=4است از اينرو

– c2وپسb=1شود مي بيضي معادله و شود :مي c2 وپسb  :مي شود و معادله بيضي مي شود 1

1
14

22


yx

كه-2مثال بنويسيد را بيضي ,C(-2معادله بوده(3 آن مركز
14

)Cمعادله بيضي را بنويسيد كه2مثال مركز آن بوده      (3 ,2
ها و خروج از مركز     xو موازي محور  10طول آن به طول  1و قطر 

207207

. باشد=cآن 
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)()(1به صورتمعادله بيضي در اين حالت
2

2

2

2







b
y

a
x 

 :مي باشد و داريم
=-2و=3وa=5كه اين به توجه با 2cو

ba

 و2 aو3       و با توجه به اين كه5
5.را نيز محاسبه كرد bاست مي توان 

2


a
cc

a2-b2=c2 2
5
2

5
 cc

– 25يا b2 = 16  b=3
:پس معادله بيضي مي شود

1)3()2( 22





 yx

208208

1
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براي تعيين ضريب زاويه اي    - معادله مماس و قائم بر بيضي
مماس يا قائم بر بيضي در نقطه اي از آن، با توجه به تغيير  

ها  نسبت  yهندسي مشتق، از معادله بيضي مشتق
درxبه تماس نقطه مختصات دادن قرار با و آوريم مي دست به به دست مي آوريم و با قرار دادن مختصات نقطه تماس در  xبه

آن ضريب زاويه اي  خط مماس  مشخص مي شود و از روي آن  
معادله خط  . ضريب زاويه اي خط قائم نيز به دست مي آيد

ا ا ا ل ا قا ا مماس با قائم با معلوم بودن ضريب زاويه اي و مختصات يك  ا
شود مشخصمي .نقطه

209209

.نقطه مشخص مي شود
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:  بيضي با معادله زير داده شده است-مثال
1)1()1( 22





 yx

واقع بر بيضي و واقع در ربع اول محورها   3به طول  fدر نقطه 
كن ا ض قائ ادلها ت ت طل

1
1625



مطلوبست تعيين معادله  .مماس و قائم بر بيضي را رسم مي كنيم
:هاي اين دو خط

نقطه ض ع ت يMنخ آو م دست به :ا :  را به دست مي آوريمMنخست عرض نقطه
9161)1(3

2





yx

170124)1(

2525
1

16
3

2 



yوyy

x

210210

525
)( yوyy
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َ اا ا
)1(160)1(2)1(2 





 xyyyx

: را حساب مي كنيمyاكنون 
: ضريب زاويه اي  مماس مي شود
)1(25

0
1625 


y

y

15
16

17
)13(16




m

         
قائ ا زا ض

15)1
5

17(25 

15
m : ضريب زاويه اي قائم

: معادله مماس
16

m

5
23

15
16)3(

15
16

5
17

 xyxy

:  معادله قائم
نقطهئله لPاز ط ضxxَاق4ه خط

80
47

16
15)3(

16
15

5
17

 xyxy

خطي بر بيضي   xxواقع بر محور4به طولPاز نقطه–مسئله
:به معادلة

1
22


yx

211211

1
49
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y
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شود م بنويسيدمماس را مماس اين :معادله :  معادله اين مماس  را بنويسيد.مماس مي شود

نيستP(4,0)نقطه واقع بيضي خط.بر اي زاويه ضريب ضريب  زاويه اي خط  .بر بيضي واقع  نيستP(4,0)نقطه

پس معادله خط مماس مي شود  .فرض مي كنيمmمماس را ر يمس ي ورض ي س پس

y=mx – 4m.    واين خط وقتي بر بيضي مماس  مي شود  كه ي س ي ر ي ن

اگر معادله هاي آنها  را با  هم حل كنيم  معادله  حاصل ريشه  

 .مضاعف داشته باشد

212212
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: بين دو معادله داريمyاز حذف ريمyز و بين
036)4(94

4222

22  mmxx

22

03614272)94( 4222  mxmxm

7
220144252 2  mm

:  پس دو مماس مي توان رسم كرد با معادله هاي 

7
78

7
72

7
78

2
22







 yyو

213213
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هذلولي
هذلولي مجموعه نقاطي است از صفحه كه تفاضل فاصله هاي  
دو  . آنها از دو نقطه ثابت واقع در همين صفحه مقدار ثابتي باشد

نمايش مي    Fو َ Fنقطه ثابت را كانونها مي ناميم و آنها را با 
2 .مي گيريم2aدهيم و مقدار ثابت را برابر با

م قرار بررس مورد را هذلول از حالات فقط فصل اين در اين فصل فقط حالاتي از هذلولي را مورد بررسي  قرار مي  در

.با يكي از محورهاي  مختصات موازي باشدFFدهيم كه خط َ
214214

بيم زي و ي ور ز ي ي ب
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    FFو   FFوسط  C(,)نقطه اي از هذلولي وM (x,y)اگر
:   خواهيم داشت2c َFF=ها موازي باشد با فرضxبا محور

F(+C,)  و(-c,) Fَ  و چون نقطهM   روي هذلولي فرض
هذلول تعريف به بنا است MF|شده ' –MF|=2aيعن |MF  MF|شده است بنا به  تعريف  هذلولي   2a يعني

)MF ' – MF =2a  با(MF – MF ' = 2a حال با فرض  . است
MF ' MF 2MFMF ' MF ' –MF = 2a طولهايMF وMF '  را بر حسب

: مختصات دو سر پاره خط حساب مي كنيم

و
22 )(])([   ycxfm و

22 )(])([ f
216216

22 )(])([   ycxmf
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مي رسانيم پس از ساده كردن حاصل مي   2طرفين را به توان 

: شود aycx 2)(])([ 22  22 )(])([   ycx

برسانيم و ساده كنيم   2كه چون طرفين را مجدداً به توان 

2: خواهيم داشت 2 2( ) [ ( ) ] ( )c x a a x c y        

(c2-a2) (x2 + 2 -2x) – a2 (c2 – a2) = a2(y-)

(c2-a2) (x2 - 2) – a2(y-)2= a2 (c2 – a2) 

217217
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:  تقسيم كنيم نتيجه مي شود a2(c2-a2)حال اگر طرفين را بر 
22

MFF 'FF ' |MF '

1)()(
22

2

2

2








ac
y

a
x 

- ' FF ' >  |MFمي توانيم بنويسيم  ' MFFدر مثلث

MF|2ياوc > 2aوC > aبنابراينc2-a2 > 0 MF|   2ياوc  2a  وC  a  بنابراينc2 a2  0 

– c2است و فرض مي كنيم a2 = b2 اين رو معادله باشد از
22

 :نوشته مي شودهذلولي به صورت زير

MF MF' 2

1)()(
2

2

2

2







b
y

a
x 

هم استفاده كنيم باز به همين  MF-MF' = 2aاگر رابطه(
رسيد خواهيم )نتيجه

218218

)نتيجه خواهيم رسيد
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ط( ا MFاگ MF' = 2aا كن فا ا هم استفاده كنيم باز به همين  MF-MF' = 2aاگر رابطه(

رسيد خواهيم )نتيجه خواهيم رسيد)نتيجه

c(بنابراين  معادله بالا معادله هذلولي  است كه مركز آن   ن , ز ر ي و ب ين بر )ب ,

)وFF' با محورx ها موازي بوده و دو نقطهF(+ c, )   و

F '( - x, ) كانونهاي آن مي باشد  .

219219
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يعني مركز ' FFوسط  cدرحالي كه مبدأ مختصات بر نقطه
به  و معادله هذلولي (0,0) = (,)گرددمنطبقهذلولي ي )ربقو ,) ( , ي( و بو

12 :صورت زير در مي آيد

2

2

2


b
y

a
x

باشد معادله هاي بالا به  ها موازي yبا محور  ' FFاگر خط
ba

وور
صورتهاي زير خواهد بود

1
22 yx1)()(

2

2

2

2





 xy 

و        
از معادله  يعني معادله هذلولي كه مركزش  مبدأ مختصات و  

122 
b
y

a
22 ba

FF'  با محورx  ها موازي است نتيجه مي شود كه  :

220220
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يعني معادله هذلولي كه  از معادله  12

2

2

2


b
y

a
x

ها موازي است نتيجه   xبا محور  'FFمركزش  مبدأ مختصات و 
كه شود :مي

ba

: مي شود كه
هم روي  هذلولي   M1(x,-y)روي هذلولي باشد  M(x,y)اگر 

محور تقارن هذلولي است  )'FFخط(ها xاست يعني  محور
FFخط ناميم' مي هذلولي كانوني محور .را .را محور  كانوني هذلولي مي ناميم FFخط
هم روي  هذلولي   M2(-x,y)روي هذلولي باشد  M(x,y)اگر 

محور تقارن هذلولي  )'FFعمود منصف(ها yاست يعني  محور
.است اين محور تقارن را  محور  غيركانوني هذلولي مي ناميم

221221

يم ي ي و ي و ير ور ر رن ور ين
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باشدM(x,y)اگر هذلولي هذلوليM3(-x,-y)روي روي هم )M3روي هذلولي باشدM(x,y)اگر x, y)  هم روي  هذلولي
مركز تقارن      ) 'FFوسط (است يعني  مبدأ مختصات 

.هذلولي است كه آن  را مركز هذلولي مي ناميم
قدا ادله د اxاگ ده ا ق ف yا   yرا صفر قرار دهيم براي  xاگر در معادله  مقدار  

يعني هذلولي  با عمود  .عددي حقيقي به دست نمي آيد
يعني  . ها است متقاطع نيست yكه محور  'FFنصف 

    .هذلولي  با محور غير كانوني خود تقاطع ندارد

222222
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را صفر قرار دهيم   yمقدار  اگر در معادله    
اش ا خ

12

2

2

2


b
y

a
x

: خواهيم داشت
x2 = a2  x = a

ل قاطذل ا خ كا ا

ba

ها يعني محور كانوني خود را در نقاط  xيعني هذلولي محور
A(a,0)  وA'(-a,0) اين دو نقطه را رأسهاي  . قطع مي كند

AA' محور كانوني  . را قطر هذلولي  مي نامند 'AAهذلولي و پاره خط
.  هذلولي  محور قاطع آن نيز  نام دارد

22 را مي توان به صورت      معادله -6 12

2

2

2


b
y

a
x

)( 22
2

2 axby  نوشت و  لازم است كهx2 – a2 
x2 يعني0 a2 به اين ترتيب حوزه تعريف و يا دامنه  . باشد

)(2 ax
a

y 

223223

x متغير فاصله هاي a ياx  -aمي باشند.
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cمقدار  را كه درهذلولي برزگتر از يك است خروج از مركز   ز ر ج ر ر ر ي و
:  نشان مي دهند eهذلولي مي نامند و آنرا با 

آن:تعريف در كه ناميدهa=bهذلولي القطرين متساوي باشد
1

a
ce

aهذلولي كه در آن:تعريف b  باشد متساوي القطرين ناميده
.مي شود

كز1ثال كه د ن ا ل هذل )Cادله 3 1)F  Fو  C(-3 , 1)معادله هذلولي را بنويسيد كه مركز  -1مثال
.باشديك كانون و خروج از مركز آن   (1 , 2)

CF4
5

e
كانوني موازي محور  ها موازي است محورxبا محورCFچون

x ها است و معادله هذلولي به صورت كلي
4

1)()(
2

2

2

2







b
x

a
x 

 b2و چون  a=4و و درنتيجهCF=c= 5خواهد بود كه در آن
= c2 – a2 پسb2 =9 مي شود و معادله هذلولي مي شود  :

ba

224224

وپس ي ي و و و ي
1

9
)1(

16
)3( 22





 yx
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  F'(-4 , 5)و  F(2,5)معادله هذلولي را بنويسيد  كه-2مثال
.باشد4كانونهاي آن بوده و قطرش برابر

FF'موازي محورxها است و وسطFF '  مركز  هذلوليC(-1 
 = b2و چون  a =2و  2a = 4و  FF'=2c=6مي باشد  (5 ,

2 2b2 ظ5 ل ذل ل ا c2 –a2پسb2 = 5   مي شود و معادله هذلولي مورد نظر مي
: شود

1)5()1( 22


 yx

هذلول گيريم-مجانبهاي م هذلول توانيممعادله م

1
54



مي توانيم  . معادله هذلولي    مي گيريم-مجانبهاي هذلولي
:  بنويسم

2

1 ay
21

x
a

x
a
b
y






225225

a
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برابر است   در اين صورت حد نسبتهاي  x هر گاه 
xb

y


بنابراين مي توان نتيجه گرفت كه خطهاي به معادله هاي     1با 

اين معادله ها را چنين مي  .مجانبهاي هذلولي مي باشند
x

a


ي يي ن ن
:  نويسيم

0:هر گاه معادله هذلولي  به صورت كلي
b
y

a
x

: اختيار شود معادله هاي مجانبهاي آن مي شود
ba

1)()(
2

2

2

2







b
y

a
x 

0:  هر گاه معادله هذلولي عبارت باشد از





b
y

a
x 

1)()( 22  xy 

دراين صورت مجانبهاي آن به معادله هاي زير مي باشند
د ش ها جان هاي عادله خاص حالت د :كه

1)()(
22 

ba
y 

226226

:  كه در حالت خاص  معادله هاي مجانبها مي شود
0





b

x
a

y 
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معادله هاي مجانبها كه در حالت خاص 12

2

2

2


b
y

a
x

ba:    مي شود

0
yx

ها باشد ضريب زاويه  xاگر محور كانوني هذلولي موازي با محور
ba

b
است و اگر محور كانون هذلولي با محور   اي مجانبهاي آن  

yآن هاي جان اي زاويه يب ض باشد ازي باشدها a


a
b



y   مي باشدها موازي باشد ضريب زاويه اي مجانبهاي آن  .
در  . در هر حال مجانبهاي هذلولي  از مركز آن مي گذرند b


.  هذلولي  متساوي القطرين مجانبها بر هم عمودند

227227
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آن را  نخست مركزبراي رسم هذلولي-رسم هذلولي
آنگاه روي. كرده محورهاي آن را رسم مي كنيممشخص

از   aدر دو طرف مركز به فاصلة'Aو Aمحور كانوني دو نقطه
كز رويم و كنيم م نقطهتعيين دو كانون غي وBمحور و Bمحور غير كانوني دو نقطهتعيين مي كنيم و رويمركز
B'  فاصلهرا بهbاز چهار نقطه.از مركز بر مي گزينيمA وB  

خطهايي موازي با محورهاي هذلولي رسم مي كنيم  'Bو 'Aو
 .تشكيل مي شودكه از برخورد آنها با هم يك مستطيل

228228
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يقطرهاي اين مستطيل را كه رسم كنيم و امتداد دهيم مجانبهاي   به ج يم و يم م ر ر يل ين ي ر

شود م مشخص بودنهذلول معلوم با ا هذلول اكنون اكنون هذلولي را با معلوم بودن  .هذلولي  مشخص مي شود

آ'AAأ براي    . و به كمك مجانبهاي آن رسم مي كنيم'AوAرأسهاي

تعيين كانونها كافي است كه نقطه هاي برخورد دايره محيطي  

)چرا؟(مستطيل بالا را با محور كانوني هذلولي  به دست آوريم 

229229
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: رسم هذلولي به معادله -1مثال
1

16
)2(

9
)2( 22





 yx

230230
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دا ت ا از لها ط ح ا ل هذل ن كان   :محور كانوني هذلولي با محور   طولها موازي است و داريم:ح
)22(  cو 

216
39

2

2





bbو
aaو

216  bbو

525222  cbacو

)22(
)27(






cFو

cFو
)22(  cFو

231231
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0:  معادله مجانبها
4

2
3

2





 yx

3
12

3
2

 xy

:  معادله مجانبها
3
2

3
2

 xy

3
2

3
2

3
2

3
20

3
1

2



 xxyxy

براي تعيين مختصات نقطه هاي برخورد هذلولي با  – يادآوري
  y=0و يك بار  x=0محورهاي مختصات معادله هذلولي  يك بار 

كنيم م حل را حاصل هاي معادله و گيريم م
232232

.  مي گيريم و معادله هاي حاصل را حل  مي كنيم
www*pnueb*com
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:  تعيين مشخصات هذلولي به معادله - 3مثال 

026972100925:  به ترتيب داريم 22  yxyx

0269)8(9)4(25 22  yyxx

0269)16168(9)444(25 22  0269)16168(9)444(25 22  yyxx

225)4(9)2(25 22  yx

:  داريم 225از تقسيم دو طرف بر 
1

25
)4(

9
)2( 22





 yx

  C(2,-4)ها موازي و مركز آن  xمحور كانوني هذلولي با محور 
ا ا

259

3225953  cba

234234

: است و داريم
)4322()2322(

3225953





FووFو

cوba
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:  معادله مجانبها
2522522  yx
3
2

3
5

3
22

3
5

5
2

2
2




 xyxyyx

k
و به طور كلي  (منحني نمودار تابع – يادآوري

هذلولي متساوي القطرين  )منحني نمودار تابع هموگرافيك

ky
x



ر و ع ر و ني ر وي ي و
.است كه مجانبهايش با محورهاي مختصات موازيند

هذلولي بر قائم و يا–مماس مماس اي زاويه ضريب تعيين براي براي تعيين ضريب زاويه اي مماس يا  مماس و قائم بر هذلولي 
را   yقائم بر هذلولي درنقطه اي از آن ، از معادله هذلولي مشتق 

ه ت اتxن خت ازا ه ا آ قدا آ ت د ه به دست مي آوريم و مقدار آن را به ازاء مختصات xنسبت به
.  آن نقطه تعيين مي كنيم

235235
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تعيين ضريب زاويه اي مماس و قائم بر هذلولي به  –مثال 
:  معادله زير در نقطه هاي برخورد آن با محور طولها

(x+2)2 –(y+1)2 = 1
:  داريم y=0در ازاء 

222)2( 2

كند م د خو ب نقطه دو د طولها محو با :هذلول
222)2( 2  xx

:هذلولي با  محور طولها در دو نقطه برخورد مي كند

)0,22()0,22(  NMو

: را حساب مي كنيم'yاكنون
),(),(

2362361
20)1(2)2(2





y
xyyyx
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: Mضريب زاويه اي مماس بر هذلولي در  نقطه
   

2
10

222
1 




m

:Mضريب زاويه اي قائم بر هذلولي در نقطه
10 

ر ي و ر م ي و ز ر
  

2
2

2
1

1 m

نقطه در هذلولي بر قائم و مماس اي زاويه :Nضريب
221

:  Nضريب زاويه اي مماس و قائم بر هذلولي در نقطه 

2
22 22  mmو

237237

222
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معادله-مسئله به هذلول بر كه آوريد دست به را خط :معادله : معادله خطي را به دست آوريد كه بر هذلولي  به معادله-مسئله

1)1( 22





yx

خط لا 5yا +6x + 1 = اش0

1
12



.عمود باشد 5y +6x + 1 = 0به معادله مماس و بر خط
را نقطه تماس   T(x1,y1)يك راه حل اين مسئله آن است كه

:را حساب مي كنيم  'yمي گيريم و 
0)1(22 

 xyyx

:  عمود است خواهيم داشتبا توجه به اينكه مماس بر خط
)1(2

0
1

)(
2 


y

yyy

238238

بر س ي ب وج يمب و و

6
5

)1(2 1

1 
y

x
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به دست مي آوريم و   y1را بر  حسب  x1ازاين رابطه مثلاً
و از روي آن   y1درمعادله هذلولي منظور مي كنيم كه در نتيجه 

x1مماسمشخص خط معادله آنجا واز آيد م دست به دست مي آيد واز آنجا معادله خط مماس مشخص   x1به
.ميشود

عمود است پس   يك راه ديگر نيز آن است كه چون ماس بر 
د ش ا ا ه زا اض ا ادله 5 و معادله مماس را   ضريب زاويه اي مماس مي شود 

بين  اين معادله و معادله    . ميگيريم
6

hxy 
6
5

را حذف مي كنيم و شرطي را تعيين مي كنيم تا   yهذلولي  
6

239239

معادله حاصل ريشه
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:مضاعف داشته باشد
52x

0)22(36)1(6016

1)1
6
5(

4
22

2





hhxhx

hxx

17
)22(576)1(900

0)22(36)1(6016
22 



hhh
hhxhx

3
1

3
70)7189(36 2  hhh

:  پس مسئله دو جواب دارد به شرح زير

3يا
7

6
5

 xy
3
1

6
5

 xy
240240

36يا 36
y
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سهمي
سهمي مجموعه نقطه هايي از صفحه است كه هر كدام از آنها از  

فاصله يك به صفحه همان از ثابت يكخط و ثابت نقطه يك نقطه ثابت و يك خط ثابت از همان صفحه به يك فاصله  يك
  Fنقطه ثابت را كانون سهمي مي ناميم و معمولاً  با .. باشند

نشان مي دهيم، خط ثابت را خطهاي سهمي مي ناميم و معمولاً    
ائا تن ا ا ا هاد خط تا كان له فا فاصله كانون تا خط هادي را پارامتر سهمي مي  .مي نمائيمبا

نقطه وسط پاره خطي كه از كانون بر خط هادي عمود  .ناميم
شود نيز يك نقطه از سهمي است كه آن را رأس سهمي مي  

241241

.ناميم
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دراين مبحث حالتهايي از سهمي را بررسي  مي كنيم كه خط  
هادي آن با يكي از محورهاي مختصات موازي باشد و نخست  آ

ها   yحالتي را درنظر مي گيريم كه خط هادي سهمي با محور  ور ب ي ه ي يريم ي ر ر ر yي

را   FHبراي تعيين معادله سهمي دراين حالت عود . موازي است
فرض  . وسط  آن رأس  سهمي استSرسم مي كنيم كه بر

كنيم S(م )هادي خط معادله و داريم صورت اين در و S(مي كنيم ,)  و  در اين صورت داريم  و معادله خط هادي
.  مي شود 

و   PF .از سهمي را در نظر مي گيريم p(x,y)نقطه دلخواه
Pkكن ا

243243

 .را رسم مي كنيمبرPkعمود
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ه ف ت ه اPF=PKنا ا 22 KPKP اما   پسPF=PKبنا به تعريف  سهمي
:است و داريم

22 KPKP 

),
2

( ypK 
2

222

222

)()]([

)()]
2

([

yypxkP

ypxFP









اخير و پس از ساده كردن نتيجه  قرار دادن دو مقداراز برابر
)()]

2
([ yyxkP  

2  :خواهد شد
گاه باشدSهر واقع مختصات مبدأ )بر )=(0 درنتيجه(0 و

)(2)( 2   xpy

(,)بر مبدأ مختصات واقع باشدSهر گاه و درنتيجه   (0,0)
:  معادله سهمي مي شود

244244

y2=2px

www*pnueb*com



(x-)2 = 2p (y - )
 xبراي تعيين معادله سهمي در حالتي كه خط هادي آن با محور

جاي بالا درمعادله كه است كاف باشد موازي عوضyوxها را را عوض   yو xها موازي باشد كافي است كه درمعادله بالا جاي
رأس سهمي   s(,)در اين صورت در حالت كلي كه. كنيم

 :باشد معادله سهمي مي شود

(x-)2 = 2p (y - )  (x )2  2p (y )

pp معادله خط  كانون و  كه )
2

,( pF 2
py  

245245
.  هادي است
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x2 = 2py
معادله باشد واقع مختصات دا م ب اسسهم كه حالت د و در حالتي كه راس سهمي بر مبدا مختصات واقع باشد معادله و

:        x2 = 2pyآن مي شود 
ل ا 2ا اگ2 )Pك ) بر سهمي   P(x,y)نتيجه مي شود كه اگر x2 = 2pyاز معادله

ها   xنيز بر سهمي واقع است پس محور   P'(x,-y)واقع باشد ، 
همچنين از معادله    .محور تقارن   سهمي  به معادله مزبور است

x2 = 2pyنتيجه مي شود كه محورy  ها محور تقارن اين و و ني ن و
:  بنابراين. سهمي است

عمود آن هادي خط بر و گذرد مي سهمي كانون از كه خطي كه از كانون سهمي مي گذرد و بر خط هادي آن عمود  خطي
اين محور تقارن را به  . است محور تقارن سهمي مي باشد

نا ه ا اخت
246246

. اختصار محور سهمي مي ناميم
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رأس آن را مشخص   Sبراي رسم سهمي نخست –رسم سهمي 
م كن م سم ا آن محو و ده ابتداك سهم محو وي آنگاه آنگاه  روي محور سهمي ابتدا  .كرده و محور آن را رسم مي كنيم

جدا مي كنيم كه  ) Pدرجهت علامت (  به اندازه  Sاز 
2
P

  Sمعين مي شود، همچنين روي  محور سهمي ابتدا از Fكانون
جدا مي كنيم كه  )Pدرجهت مخالف علامت(به اندازه

2

2
P

م ي
H  پاي خط هادي بدست مي آيد و ازH   عمودي بر محور سهمي

د ش شخ ه هاد خط كه دكن

2

سپس دو  . رسم مي كنيم كه خط هادي سهمي مشخص مي شود
نقطه ديگر از سهمي را تعيين ميكنيم؛ براي اين كار مي توانيم    

عمودي بر محور سهمي رسم كنيم و روي  آن در دو طرف  Fدر
Fطولهايي  به اندازه|P| 

247247

ز ب يي ه |و |
 .جدا كنيم
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و به كمك دو نقطه   Sسهمي مورد نظر را با معلوم بودن رأس 
.  تعيين شده رسم مي كنيم

.و تعيين مشخصات آن y2 = 6xرسم سهمي  - 1مثال 
ها محور   xاست و محور S(=0 , =0)رأس اين سهميأ

دا ت ا آن ن ::تقا :پس: تقارن آن است و داريم

P = -6  P= -26 

)0,
2
3

2
(   pF

248248
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3p:  معادله خط هادي

:تعيين مشخصان و رسم سهمي به معادلة  - 2مثال  22


px 

(x-2)2 = 4(y+3)
: رأس اين سهمي عبارت است از

S(=2 و=-3)
:  ها موازي است و داريم yمحور سهمي با محور ور ب ي ه ريمyور و زي و
2p = 4  p = 2

)22( 
pF 

:  معادله خط هادي
)2

2
2(  Fو 

p

250250

 4
2


py 
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نيز   y=ax2 + bx +cنمودار تابع درجه دوم – يادآوري 
بنويسيم توانيم م زيرا است : سهمي است زيرا مي توانيم بنويسيم:سهم

ycxbx 12  y
aa

x
a

x 

a
c

a
by

aa
bx

a
bx

4
1

4 2

2

2

2
2 

a
bacy

aa
bx

aaaaa

4
4(1)

2
(

44
2

2 


با اين معادله يك سهمي مشخص مي شود كه محور آن با محور  

aaa 42

ور م ب آن ور م و مي ص م همي يك م اين ب
y ها موازي است و در آن و رأس آن عبارتست از  :

bacb 4 2

252252
a

bacو
a
bS

4
4

2
 
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  x2 2x  : تعيين مشخصات سهمي به معادله 3مثال
2y + 10 = 0

كن ل ع ن چن ت ت : به ترتيب چنين عمل مي كنيم:به
x2 – 2x = -2y – 10

2 2 4 2 10 4x2 – 2x +4 = -2y – 10 + 4
(x – 2)2 = -2 (y + 2)

و   S(2,-3)ها  موازي  است ،  رأس آن  yمحور سهمي با  محور 
مي باشد ،  كانون  اين  سهمي       P = -1در آن ن ير ه ين ون ب ي

2
7

2
,2( 

pF 

.  است  معادله خط هادي آن  و 2
5

2


py 
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در حل مسئله هاي مربوط به مماس و  –مماس و قائم بر سهمي 
عمل هذلولي و بيضي درمورد كه ترتيب همان به سهمي بر قائم بر سهمي به همان ترتيب كه درمورد بيضي و هذلولي عمل قائم

.  شد عمل مي كنيم
سهمي-1مثال بر قائم و مماس 2y2معادلة – 36 + 2x – 4  2y2 36  2x 4معادلة مماس و قائم بر سهمي1مثال
.از آن به دست آوريد 2- را در نقطه به عرض  0 =

و   x = -5نتيجه مي شود y = -2از معادله سهمي در ازاء  ز ر ي ه وyز ي ويج
: همچنين

34
20234 

 yyyy
34 y

yyyy

: براي مماس داريم

1222
11
2

3)2(4
2





m

254254
11
12

11
2)5(

11
22  xyxy
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: براي قائم
59111111
2

59
2

11)5(
2

112
2

11
 xyxوym

مماس بر سهمي  y2 = 2x + 4در چه نقطه از سهمي-2مثال
موازي  است؟   2y + x = 1با خط 

از معادله اين خط نتيجه مي شود كه ضريب زاويه مماس برابر  

: است و از معادله سهمي داريم
2
1


122 
y

yyy

255255

2
)2,0(0,2

2
11

 Mxy
y

y
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- 1نقطه به طول 
عرض به 2(2نقطه 011572 2 2(2نقطه به عرض

)3 0113422
011572 2




yxy
yxx

)3
از كانون سهمي  خطي عمود بر محور سهمي رسم مي كنيم  - 4

در را سهم برbوAتا مماسهايي نقطه اين در و كند قطع قطع كند و در اين نقطه مماسهاييي بر    bوAتا سهمي را در
.معادله هاي اين مماسها را بنويسيد .سهمي رسم مي كنيم 

نقطه5 آن در سهم ب مماس كه بيابيد را سهم از اي نقطه نقطه اي از سهمي   را بيابيد كه مماس بر سهمي در آن نقطه  -5
.درجه بسازد 45زاويه  oxبا 
نقطه6 ضAاز ع ا2ه د ه هاد خط اق واقع بر خط هادي سهمي  در مماس  2به عرض Aاز نقطه-6

معادله هاي اين مماسها را  . بر اين سهمي رسم مي شود 
ن ك كن ق ق ت ن

256256

.بنويسيد و تحقيق كنيد كه بر هم عمودند
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